
ТЕХНОЛОГИИ И СРЕДСТВА МЕХАНИЗАЦИИ СЕЛЬСКОГО ХОЗЯЙСТВА 
 

Вестник Алтайского государственного аграрного университета № 11 (99), 2013 99
 

Выводы 
1. Разработана лабораторная исследова-

тельская установка контроля свойств воло-
кон, позволяющая установить функциональ-
ные зависимости от основных параметров 
волоконной массы. 

2. Установлено, что: 
- амплитуда акустического сигнала нахо-

дится в нелинейной зависимости от количе-
ства волокон в направлении распростране-
ния и не зависит от объемной плотности во-
локонного образца; 

- фаза акустического сигнала находится в 
линейной зависимости от количества воло-
кон в направлении распространения и имеет 
нелинейную зависимость от объемной плот-
ности волоконного образца; 

- для определения свойств волоконных 
масс предпочтительнее выглядят фазовые 
методы контроля, при условии размещения 
контролируемого образца в фиксированный 
объем; 

- так как параметры хлопковых волокон, 
трудами ЦНИХБИ (Центральный научно-
исследовательский институт хлопчатобу-
мажной промышленности), обеспечены 
метрологически, то сравнение полученных 
зависимостей для хлопковых и льняных во-
локон дает возможность метрологически 

обеспечить параметры льняных и других 
сельскохозяйственных волокон. 
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Введение 

Реальные инженерные задачи являются 
многокритериальными (несколько противо-
речивых критериев оптимальности) и мно-
гомерными (т.е. содержат множество па-
раметров оптимизации — факторов). Наи-
более обоснованным решением многокри-
териальных задач является построение соот-
ветствующего множества Парето. Множе-
ство Парето — это лучшее решение, кото-
рое математика может предложить в дан-
ное время для многокритериальных задач. 
Однако при сложной зависимости частных 
критериев оптимальности от нескольких пе-
ременных (факторов) аналитическое по-

строение множества Парето чаще всего 
невозможно. Остается численный путь. 

Рассматривается методика построения 
множества Парето при наличии уравнений 
регрессии, полученных эмпирически с по-
мощью методики планирования экспери-
мента (активного эксперимента). 

Применение методики планирования экс-
перимента и получение уравнений регрес-
сии для каждого уравнения оптимальности 
широко распространились в агроинженер-
ной практике. Почти в каждой диссертаци-
онной работе по номенклатуре специально-
стей 05.20.00 «Процессы и машины агро-
инженерных систем» имеются такие урав-
нения регрессии.  

Однако когда дело доходит до решения 
многокритериальной задачи, используя эти 
уравнения регрессии, то чаще всего прини-
маются необоснованные решения. Поэтому 
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построение множества Парето является не-
обходимым первым этапом выбора рацио-
нального инженерного решения. Вторым 
этапом обычно является сужение множест-
ва Парето на основе дополнительной ин-
формации. 

Математическая формализация задачи. 
Статистические методы планирования экс-
перимента и получения математического 
описания инженерных объектов основаны на 
том, что связь критерия оптимальности W и 
независимых управляемых нормированных 
входных переменных (факторов) можно 
представить в виде некоторого полинома 
(отрезка ряда Тейлора), в который разлага-
ется неизвестная зависимость в окрестности 
основной точки xio [1]. Разложение функций 
будет иметь вид: 
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где Ll ,1=  — номер критерия оптимально-
сти; 

 n,i 1= — номер независимого перемен-
ного (фактора); 
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являющиеся теоретическими коэффициен-
тами полинома. 

Приближенная, вследствие действия не-
управляемых и неконтролируемых факто-
ров, зависимость Wl(xi) от факторов x1, x2, 
… xn отыскивается по результатам экспери-
мента и представляется в виде уравнения 
регрессии. Если в задаче применяются два 
критерия оптимальности, то уравнение рег-
рессии для них можно представить в виде 
(ограничиваясь полиномами второй степе-
ни): 
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где a0, b0, a1, b1 … — выборочные коэффи-
циенты регрессии, являющиеся оценками 
соответствующих теоретическими коэффи-
циентов. 

Пусть критерии 1Ŵ  и 2Ŵ нужно обратить 
в максимум. Если реально задача решается 

на минимум, то ее можно обратить в зада-
чу на максимум, поменяв знаки во всех 
членах функции цели. Пусть далее нам 
нужно построить множество Парето для 

критериев 1W  и 2W . 
Методы решения задачи. Академик  

Н.Н. Моисеев в своей известной книге при-
водит два метода численного построения 
множества Парето [2]. Согласно одному из 
этих методов нужно последовательно ре-
шить ряд задач математического програм-
мирования. Следуя этой схеме и переходя к 
нормированным (безразмерным) критериям 
f1 и f2 

);x(f)x...x,x(Ŵ n
r

1211 →  

)x(f)x...x,x(Ŵ n
r

2212 → ,       (4) 

запишем две оптимизационные задачи 

max;)(1 →xf r
 .max)(2 →xf r

 
Нормирование критериев обусловлено, в 

общем случае, их разнородностью и может 
быть проведено различными путями. В про-
стейшем случае оно осуществляется деле-
нием левой и правой частей выражений (2) 
и (3) на соответствующие максимальные 

значения 1Ŵ  и 2Ŵ . Следовательно, урав-
нения регрессии мы должны переписать в 
виде  
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Для аппроксимации множества Парето 

введем два положительных числа λ  и µ , 
таких, что  

1=+ µλ .   (7) 
Далее составим новый критерий 

.max)()( 21 →+= xfxff rr µλ   (8) 
Оказывается, что решение этой задачи 

определяет такой вектор *x
r

, что точка 

)( *1*1 xff r
= , )( *1*2 xff r

=   (9) 
принадлежит множеству Парето. 

Линейная функция )(1 xf r
 от частных кри-

териев является правомерной в том случае, 
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если множество Парето выпукло. При по-

ложительных λ  и µ решение задачи мак-
симизации данной функции принадлежит 
множеству Парето [3]. Поэтому аппрокси-
мацию множества Парето осуществляем 
следующим образом. Решаем задачу 

max,)()( 21 →+ xfxf AA
rr µλ   (10) 

где Aλ и Aµ удовлетворяют условию (7). 
Решение задачи (10) дает некоторый век-

тор Ax
r

, который в плоскости f определит 
точку А с координатами 

)(11 Axff r
= ; )(22 Axff r

= . (11) 

Точно также, задаваясь новой парой λ  и 
µ , мы определим точку В. Проводя через 
точки А и В прямую, получим простейшую 
аппроксимацию множества Парето (рис. 1). 

 
Рис. 1. Аппроксимация множества Парето 

ломаной кривой 
 
Таким же образом получаем точки С, D 

и т.д. Ломанная кривая АВСD… и будет 
приближением множества Парето. Обычно 
достаточно 8-9 точек, чтобы решать задачу 
с удовлетворительной для инженерных рас-
четов точностью. Это означает, что мы 
должны задать значения λ от 0,1 и с шагом 
тоже 0,1, т.е. 

9,0...,2,0;1,0=λ . 
Поскольку исходные модели (5) и (6) ха-

рактеризуются непрерывными выпуклыми 
функциями, то множество Парето будет 
иметь такой же характер.  

Увеличив количество точек, можно по-
строить ломаную, аппроксимирующую это 
множество с любой степенью точности. По-
этому проблем с аппроксимацией множе-
ства Парето обычно не возникает. 

Нахождение экстремума-максимума оп-
тимизационной задачи (8) проводится мето-
дами многомерной оптимизации. 

Необходимое условие экстремума 
функции многих переменных заключается в 

том, что градиент функции f(x) в критиче-

ской точке ),...,( **1* nххх =  равен нулю, 

т.е. 

0)( * =∇ xf    (12) 
или 
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Таким образом, если функция имеет 
точки экстремума, то они находятся среди 
критических точек. Обратное утверждение 
неверно, т.е. если точка является критиче-
ской, отсюда не следует, что она обяза-
тельно является точкой экстремума. 

В основе определения типа экстремума 
лежит анализ матрицы Гессе. Напомним, 
что матрицей Гессе Н(х) дважды непрерыв-
но дифференцируемой в точке х функции 
f(x) называется матрица частных производ-
ных второго порядка, вычислительных в 
данной точке: 
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Прежде чем вводить достаточные усло-
вия экстремума, рассмотрим определитель 

матрицы Гессе )( *хН , вычисленный в кри-
тической точке 
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называются угловыми минорами. 
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Достаточные условия экстремума (кри-
терий Сильвестра): 

1. Для того чтобы матрица Гессе H(х*) 
была положительно определенной 

)0)(( * >xH  и точка x* являлась точкой ло-
кального минимума, необходимо и доста-
точно, чтобы знаки угловых миноров были 
строго положительны: 

,01 >∆ ,02 >∆ …, ;0>∆ n   (16) 

2. Для того чтобы матрица Гессе H(х*) 
была отрицательно определенной 

)0)(( * <xH и точка x* являлась точкой ло-
кального максимума, необходимо и доста-
точно, чтобы знаки угловых миноров чере-
довались, начиная с отрицательного: 

,01 <∆ ,02 >∆  .0)1(,...,03 >∆−>∆ n
n

 (17) 

Если условия (16) и (17) не выполняются, 
то требуется дополнительное исследование. 
В частности, отсутствие максимума или ми-
нимума может быть связано с наличием 
«седловой» точки — максимума. 

В этом случае по одной переменной 
имеется максимум, по другой — минимум, 
а сама седловая точка не является экстре-
мальной. 

Таким образом, в нашем случае, при по-
линомах второй степени критические точки 
находятся из уравнений: 
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Решая систему из n линейных уравнений 
по числу n факторов, получаем n координат 
оптимальной точки в относительных едини-
цах. Не следует забывать, что у нас норми-
рованы не только критерии оптимальности, 
но и переменные xi. Такое нормированное 
(кодирование) переменных проводят до на-
чала эксперимента. Начало координат в 
этом случае располагается в центре экспе-
римента. 

Вторые частные и смешанные производ-
ные будут иметь вид: 
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Демонстрацию изложенного метода 
проведем на примере. Возьмем два урав-
нения регрессии в кодированном виде [4]:  

удельные затраты энергии для получения 
кормовых брикетов: 

А = 40,48 — 0,76х1 — 0,83х2 +  
+ 3,51х3 — 0,44х12 + 0,4х23 + 

+ 0,408х13 + 1,23х11 + 1,37х22 + 3,38х33; (22) 
крошимость брикетов 

К = 9,98 + 1,54х1 — 4,06х2 — 3,5х3 — 1,5х12 —  
— 0,34х23 — 0,34 х13 +2 х11 +  

+ 1,6 х22 — 0,13 х33 ,   (23) 
где х1 — влажность материала; 

  х2 — соотношение величины резки к ши-
рине камеры прессования; 

  х3 — линейная скорость движения лопат-
ки. 

Продифференцировав уравнения регрес-
сии (22) и (23) с учетом чисел λ и µ, полу-
чим три уравнения: 
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Имея три уравнения с тремя неизвестны-
ми, составляем определитель системы. По 
полученным коэффициентам с помощи про-
граммы MS Excel были определены значе-
ния исследуемых параметров оптимизации 
(табл.). 

Отбросим результаты при λ = 0,1 и  
λ = 0,9. В этих случаях крошимость имеет 
отрицательное значение. Остальные данные 
дадут зависимость (рис. 2). 

Таблица 
Результаты численного метода 

 

λ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

K, % -6,41 4,084 4,109 5,08 5,78 6,85 7,59 8,43 -3,74 

А, кДж/кг 74 40,202 40,104 39,41 39,15 39,11 39,18 39,34 66,56 



ТЕХНОЛОГИИ И СРЕДСТВА МЕХАНИЗАЦИИ СЕЛЬСКОГО ХОЗЯЙСТВА 
 

Вестник Алтайского государственного аграрного университета № 11 (99), 2013 103
 

 
 

Рис. 2. Зависимость крошимости К  
от удельных затрат энергии на прессование А 

 
Из рисунка видно, что при удельных  

затратах на прессование, меньших  
39 кДж/кг, наступает резкое увеличение 
крошимости брикетов. Это обусловлено их 
малой плотностью. Согласно исследованиям 
Ю.В. Подкользина [5] уменьшение плотно-
сти брикетов ниже 800 кг/м3 приводит к 
резкой снижении прочности. Таким обра-
зом, на основе анализа характера множе-
ства Парето (рис. 2) можно рекомендовать 
рациональный режим брикетного пресса с 
Ауд = 39-40 кДж/кг и К = 4-5%.  

 
Выводы 

1. Большинство инженерных задач явля-
ются многокритериальными. Одним из воз-

можных способов оптимизации этих задач 
является применение принципа Парето. Од-
нако при сложных зависимостях частных 
критерий применение принципа Парето за-
труднительно. В этом случае возможно 
применение численного метода. 

2. Рассмотрен пример оптимизации двух 
уравнений регрессии при помощи численно-
го метода, и на этой основе построено 
множество Парето. С учетом дополнитель-
ной информации были определены рацио-
нальные режимы работы устройства. 
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