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Новое научное направление — почвенная мате-

матика появилось в дополнение к классической нау-
ке для исследований почвенных физических и био-
химических процессов и их взаимодействия. В про-
шлом математика использовалась в почвоведении 
только в вероятностных гипотезах и статистических 
методах. В настоящее время, благодаря прогрессу 
технологий и повышению потребности в продуктах 
питания, некоторые направления математики, такие 
как численный анализ, дифференциальные уравне-
ния крайне необходимы для решения различных за-
дач в современном почвоведении. Несмотря на то, 
что в прошлом математика применялась только для 
оценки эмпирических данных, вероятностных подхо-
дов и статистических процедур в почвоведении, ма-
тематическое моделирование на сегодняшний день 
представляет собой огромный интерес. Цель мате-
матического моделирования в почвоведении — оп-
ределить новые направления в развитии почвоведе-
нии. Разработка математической модели важна не 
только для почвоведения, но также и для исследо-
ваний процессов глобальной биосферы. Математи-
ческое моделирование почвенных процессов — это 
новое явление в научном исследовании. Оно разви-
вается с 1950 г. благодаря прогрессу компьютер-
ных технологий и моделированию комплексных ди-
намических систем (системный анализ). Несмотря 
на то, что почва, объект моделирования, является 
сложной системой, математическое моделирование 
почвенных процессов быстро развивается. Цель 
этого исследования — проанализировать современ-
ные подходы математического моделирования, ис-
пользуемые в некоторых почвенных процессах, 

продемонстрировать применение разработанных 
нами моделей. 

 
Keywords: classification of models, empirical, 

semi empirical and theoretical models, mathematical 
modeling, heat processes in soil, salt transfer in soil. 

 
In addition to recent other classical science, to 

investigate physical and biochemical processes and 
their interactions, new scientific interest, soil mathe-
matics, has been developed. In previous, mathemat-
ics used to apply in soil science for only possibility 
hypothesis and statistical methods. In present, due 
to the advances in technology and increase in food 
demands, some mathematical branches such as nu-
meric analysis, differential equations is inevitable for 
solving various problems in modern soil science. In 
past, although mathematics was only performed for 
evaluation of empirical data, possibility approaches 
and applications of statistical procedures in soil 
science, nowadays mathematical modeling has great 
interest. The aim of mathematical modeling in soil 
science is to determine new developments in soil 
science advances. Developing mathematical model is 
not only important for soil science but also very im-
portant in investigations of global biosphere 
processes. Mathematical modeling of soil processes 
is a new research interest and has started since 1950 
due to the advances in modern computer technolo-
gies and modeling of complex dynamics systems 
(system analysis). Although soil, object of modeling, 
is a complex system, recently mathematical modeling 
of soil processes has rapid advances. The aim of this 
research, therefore, is to analyze current mathemati-
cal modeling approaches used in processes of some 
soil processes to demonstrate the applications of our 
developed models.  
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Введение 
Сравнительно недавно начала бурно раз-

виваться новая наука — математическое поч-
воведение, которая возникла на стыке не-
скольких классических наук: биология, химия, 
физика, математика и кибернетика. Для со-
временного почвоведения характерна общая 
тенденция математизации научных исследо-
ваний. Если раньше применение математики в 
почвоведении ограничивалось использованием 
методов теории вероятностей и математиче-
ской статистики для обработки эксперимен-
тальных данных, то сейчас все больше вни-
мания уделяется математическому модели-
рованию. Б.Г. Розанов, характеризуя новый 
этап в развитии почвоведения, определяет 
моделирование почвенных процессов как но-
вое научное направление. Разработка моде-
лей почвенных процессов имеет больше зна-
чение не только в почвоведении, но и при 
изучении глобальных биосферных процессов 
[9]. Математическое моделирование почвен-
ных процессов — относительно молодое на-
учное направление, которое начало разви-
ваться в начале 50-х годов с появлением 
мощных ЭВМ и разработкой методов моде-
лирования сложных динамических систем — 
системного анализа. Несмотря на чрезвычай-
ную сложность почвы как объекта модели-
рования, в последнее столетие это направле-
ние в почвоведении активно развивается. С 
развитием вычислительной техники появилась 
возможность наиболее эффективного ис-
пользования традиционного для почвоведения 
системного подхода, так как системные ис-
следования связаны с переработкой большо-
го объема информации, анализом огромного 
числа вариантов, построением математиче-
ских моделей.  

Множество известных в настоящее время 
математических моделей в почвоведении 
можно разделить на три большие группы: 
эмпирические, полуэмпирические и теоре-
тические модели [7-8, 11]. 

Цель исследования — провести анализ су-
ществующих подходов к математическому 
моделированию некоторых почвенных про-
цессов. 

1. Эмпирические модели. При построении 
моделей этой группы исследователь, имея 
определенное количество результатов на-
блюдений за свойством изучаемого объекта, 
зависящим от различных факторов внешней 
среды, получает с помощью метода — мно-
жественного регрессионного анализа — ана-
литическое выражение, связывающее изу-
чаемое свойство почвы и определяющие его 
факторы окружающей среды. Математиче-
ская статистка изучает различные методы 
обработки и осмысления результатов много-
кратно повторяемых случайных событий. За-
дачей математической статистики являются 

построение и оценка адекватности эмпириче-
ских моделей реальных процессов [2]. Для 
процесса построения и применения моделей 
характерно следующее обстоятельство: чем 
больше данных, тем точнее, адекватнее мо-
дель. В полной мере это относится к стати-
стическим (эмпирическим) моделям. Одним 
из важных приложений методов математиче-
ской статистики является установление зави-
симости между двумя или более наблюдае-
мыми величинами. 

При построении эмпирических моделей 
применяют различные функции, включающие 
одну или несколько переменных. В общем 
случае все эмпирические (регрессионные) 
модели могут быть записаны в виде форму-
лы:  

( )1 2 1 2, ,..., ; , ,...,n my f x x x a a a=%
, (1) 

где y −%  изучаемое свойство среды (зависи-
мая переменная);  

ix −
факторы среды (независимая пере-

менная);  
αj — коэффициенты эмпиричеких моделей 

(т.е. регрессии);  
n — общее число анализируемых факто-

ров.  
Числовые значения параметров αj в фор-

мулу (1) выбирают из условия наилучшего 
соответствия теоретических (вычисленных по 
формуле (1) и экспериментальных данных. 
При этом чем больше проведено наблюде-
ний, тем больше избыточной информации, 
тем точнее сглаживание [3]. На практике 
почти всегда измеряемые величины yi  со-
держат случайные ошибки. Чтобы в какой-то 
мере сгладить влияние случайностей, экспе-
римент планируется так, чтобы массив экс-
периментальных данных был больше, чем 
число неизвестных параметров в модели (1). 

Эмпирические модели почти всегда явля-
ются наиболее простыми функциональными 
моделями, позволяющими в лучшем случае 
решать задачу сглаживания эксперименталь-
ных данных, задачу аппроксимации. Кроме 
того, в коэффициентах формулы (1) отража-
ется весь комплекс факторов, влияющих на 
изучаемое явление. К преимуществу эмпири-
ческих моделей можно отнести достаточно 
хорошие формальные компьютерные спосо-
бы идентификации (перебора уравнений) 
различной структуры модели, а также по 
ним очень легко вести расчеты. 

Недостатком этих моделей является невоз-
можность учета в них причинно-следственных 
связей между переменными, учета экологи-
ческих гипотез. Также в эмпирических моде-
лях число входных показателей (xi), отражаю-
щих действия факторов среды, обычно неве-
лико, поэтому и точность этих моделей неве-
лика. Другой, самый важный, недостаток со-
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стоит в том, что эмпирические модели не 
вскрывают механизма изучаемого явления, 
поэтому их нельзя применять в условиях, от-
личных от тех, в которых они были получены 
[7]. 

Эмпирические модели получили широкое 
распространение в почвоведении. Использо-
вание аппарата регрессионного анализа при-
вело к решению ряда важных практических 
задач и одновременно выявило трудности и 
ограничения, присущие этой методологии. 
Очевидно, что ограничения, обусловленные 
спецификой почвы, нельзя преодолеть, оста-
ваясь в рамках регрессионных схем. 

Для того чтобы точнее можно было опи-
сать характер реакции системы на изменения 
окружающей среды, нужно учесть в модели 
как можно большее число влияющих на нее 
факторов окружающей среда. Но с ростом 
количества учитываемых факторов увеличи-
ваются ошибки оценок коэффициентов урав-
нений регрессии при заданной выборке. Это 
противоречие принципиально ограничивает 
возможности регрессионного анализа как 
метода изучения такой сложной системы, как 
почва. Несмотря на это они могут использо-
ваться для решения практических вопросов. 

Выбор аналитического вида модели (1) 
производится на основании опыта предыду-
щих исследований, литературных источников, 
а также визуального наблюдения расположе-

ния точек 
( ), ; 1, .=i ix y i k

 Наиболее часто 
встречаются следующие виды уравнений не-
линейной регрессии: полиномиальное, гипер-
болическое, степенное, показательное, би-
номиальное, логарифмическое, тригономет-
рическое, логистическое и др.  

После установления выбора аналитическо-

го вида f  в модели (1) (этот важный этап 
моделирование называется спецификацией 
модели) следующим этапом моделирование 
является идентификация параметров 

1 2, , ..., .ma a a
 Она решается сравнительно 

просто, если зависимость (1) имеет вид сте-
пенного полинома. В других боле сложных 
нелинейных случаях прибегают к линеариза-
ции модели. Классический подход к иденти-
фикации параметров полиномиальной модели 
осуществляется непосредственно методом 
наименьших квадратов (МНК).  

Существует значительный класс моделей, 
подвергающийся линеаризации нелинейных 
переменных путем логарифмирования или 
других преобразований. В общем случае 
применяются численные методы решения за-
дач на условный экстремум.  

После определения коэффициентов 

1 2, ,..., ma a a
 естественно возникает задача 

оценки точности вычислений этих коэффици-

ентов и выбранной модели, которые аппрок-
симировали зависимость (1). 

Выбор структуры (линейность, нелиней-
ность и др.) и оценка точности эмпирических 
моделей осуществляются по некоторому 
критерию. Обычно в качестве критерия ис-
пользуют минимум статистических показате-
лей (корреляционное отношение, или индекс 

корреляции, ;η  средняя квадратическая по-

грешность, ;σ  средняя относительная ошиб-

ка аппроксимации, ,ε  между эксперимен-
тальными и вычисленными по эмпирическим 
моделям теоретическими значениями). 

В зависимости от количества факторов, 
включенных в уравнение регрессии (1), при-
нято различать простую (парную) и множе-
ственную регрессии.  

Простая регрессия представляет собой 

регрессию между двумя y% и x . Часто ис-
пользуемые эмпирические модели приведены 
ниже: 

Линейная:  .= +%y a x b  

Параболическая: 
2 .= + +%y a x b x c  

Полиномиальная: 0

.
=

= ∑%
n

i
i

i
y a x

 

Степенная:  .by ax=%  

Показательная: .cxy ab=%  

Биномиальная:  .b c xy a x e-=%  

Гиперболическая: 
.a xy

b x
=

+
%

 

Логарифмическая: ln .y a x b= +%  
Тригонометрическая: 

( ) ( )0
1

cos sin .
=

= + +  ∑%
n

k k
k

y a a kx b kx
      (2) 

Простая регрессия может дать хороший 
результат при моделировании, если влиянием 
других факторов, воздействующих на объект 
исследования, можно пренебречь. Однако 
когда уверенности в правомерности такого 
допущения нет, необходимо использовать 
модель с большим числом факторов. 

Множественная регрессия, соответствен-
но, представляет собой регрессию результа-
тивного признака с двумя и большим числом 
факторов, т.е. модель вида (1). 

В исследовании связи урожая с агроклима-
тическими, почвенными и агротехническими 
факторами применяют различные виды функ-
ций, включающих одну или несколько пере-
менных. Основная цель множественной рег-
рессии — построить модель с большим числом 
факторов, определив при этом влияние каж-
дого из них в отдельности, а также совокуп-



АГРОЭКОЛОГИЯ 
 

62 Вестник Алтайского государственного аграрного университета № 7 (117), 2014 
 

ное их воздействие на моделируемый показа-
тель. Множественная регрессия широко ис-
пользуется в решении целого ряда вопросов. 

Построение уравнения множественной 
регрессии начинается с решения вопроса о 
спецификации модели. Суть проблемы вклю-
чает в себя два круга вопросов: отбор фак-
торов и выбор вида уравнения регрессии. 
Ввиду четкой интерпретации параметров наи-
более широко используются линейная, пара-
болическая, показательная, степенная, пока-
зательно-степенная, иррациональная и т.д. 
Эти модели приведены ниже: 

0
1

,
=

= + ⋅∑%
n

i i
i

y a a x
 

0
1 , 1

,
= =

= + ⋅ +∑ ∑%
n n

i i ij i j
i i j

y a a x a x x

0
1 , 1

,
= =

= + ⋅ + ⋅∑ ∑%
n n

i i ij i j
i i j

y a a x a x x
 

31 2
0 1 2 3 ,=% L na aa a

ny a x x x x
1 1 2 2 3 3

0 ,+ + + += L% n na x a x a x a xy a e
 

1 1 2 21 2
0 1 2 .+ + += L% L n n na b x b x b xa a

ny a x x x e
 (3) 

Параметры ia  при ix  в линейной множе-
ственной регрессии называются коэффициен-
тами «чистой» регрессии. Они характеризуют 
среднее изменение результата с изменением 
соответствующего параметра на единицу при 
неизменном значении других факторов, за-
крепленных на среднем уровне. 

При нелинейной зависимости признаков, 
приводимой к линейному виду, параметры 
множественной регрессии также определя-
ются по МНК с той лишь разницей, что он 
используется не к исходной информации, а к 
преобразованным данным.  

Так, рассматривая показательно-степен-
ную функцию 

1 1 2 21 2
0 1 2 ,+ + += L% L n n na b x b x b xa a

ny a x x x e
 

мы преобразовываем ее в линейный вид: 
0 1 1 2 2 1 1 2 2lg lg ln ln ln ,= + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅% K Kn n n ny a a x a x a x b x b x b x

где переменные выражены в логарифмах. 
Далее обработка МНК та же: строится 

система нормальных уравнений и определя-
ются неизвестные параметры. Потенцируя 
значение lnα0, находим параметр α0 и, соот-
ветственно, общий вид уравнения степенной 
функции. 

Вообще говоря, нелинейная регрессия по 
включенным переменным не таит каких-либо 
сложностей в оценке ее параметров.  
Эта оценка определяется как и в линейной 
регрессии МНК, так и в двухфакторном 
уравнении нелинейной регрессии: 

2 2
0 1 1 2 2 3 1 4 2 .= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅%y a a x a x a x a x

 Может 

быть проведена линеаризация введением в 

него новых переменных ., 2
24

2
13 xxxx ==  В 

результате получается четырехфакторное 
уравнение линейной регрессии: 

0 1 1 2 2 3 3 4 4.= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅%y a a x a x a x a x
 

2. Полуэмпирические модели. Полуэмпи-
рические модели отличаются от эмпирических 
тем, что строятся на основе формул, выра-
жающих фундаментальные законы природы, 
которые справедливы, разумеется, и в почвах. 
Это может быть закон сохранения массы, за-
кон сохранения энергии, термодинамические 
уравнения химических равновесий и др. [7]. 
Эти формулы дополняются эмпирическими 
моделями отдельных почвенных микропро-
цессов, и таким образом составляется «синте-
тическая» модель, описывающая изучаемые 
явления в целом. Но, как правило, на основе 
только балансовых отношений (законов сохра-
нения) не удается построить замкнутую мате-
матическую модель сложной природной сис-
темы, так как недостаточно изучены меха-
низмы многих происходящих в ней процессов, 
всегда остается неопределенным ряд величин. 
Для их определения приходится собирать эм-
пирическую информацию и обрабатывать ее 
методами математической статистики. Поэто-
му модели этой группы и получили название 
полуэмпирических. 

Следует подчеркнуть, что аппарат мате-
матической статистики широко используется 
не только при построении эмпирических мо-
делей, но и при разработке полуэмпириче-
ских моделей, особенно на этапе идентифи-
кации. По вопросам применения статистиче-
ских методов в почвоведении есть специаль-
ные руководства [2]. 

Полуэмпирические модели широко ис-
пользуются в почвоведении. Их построение 
открывает возможность, исходя из постав-
ленной цели, объединить наши знания о сис-
теме-оригинале в единое целое, перевести 
их на единый математический язык и исполь-
зовать при решении различных задач.  

3. Теоретические модели. Теоретические 
модели отличаются от эмпирических (регрес-
сионных) прежде всего по объему априорной 
информации, необходимой для их построе-
ния. В эмпирических моделях исходная (тео-
ретическая) информация используется только 
для того, чтобы выбрать факторы окружаю-
щей среды, воздействие которых на систему 
будет рассматриваться в модели. В основе 
теоретических моделей лежат наши пред-
ставления о механизмах описываемых явле-
ний [9]. Исходная теоретическая информация 
о характере рассматриваемых процессов по-
зволяет более обоснованно выбрать класс 
функций для их описания. 

Однако чрезвычайная сложность почв и 
недостаточная изученность механизмов мно-
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гих почвенных процессов сдерживают разви-
тие этой группы моделей. Теоретическое 
моделирование относится к исследованиям 
фундаментального характера. 

Достоинством полуэмпирических и теоре-
тических моделей является неизменность ис-
ходной формулы, выражающей закон сохра-
нения. Другим преимуществом оказывается 
возможность рассчитать детальное распре-
деление показателя протекания изучаемого 
процесса во времени и по глубине. 

Слабым местом полуэмпирических и тео-
ретических моделей является отсутствие га-
рантии того, что в модель включены описания 
действительно всех почвенных процессов, 
существенных при протекании рассматривае-
мого явления [7]. 

Мы познакомились с различными подхо-
дами к моделированию почвенных процес-
сов, перейдем теперь к рассмотрению ма-
тематических моделей конкретных почвенных 
процессов. 

4. Математическое моделирование соле-
переноса в почве. Среди математических 
моделей почвообразовательных процессов 
большое место занимают модели солепере-
носа в почве. Исследование процессов ми-
грации растворенных веществ в экологиче-
ской системе «грунтовые воды-почва» явля-
ется одним из важнейших направлений в со-
временном почвоведении. Оно представляет 
собой комплекс научных знаний по матема-
тической физике, гидродинамике, термоди-
намике, физико-химической кинетике, моле-
кулярной физике дисперсных систем, мелио-
рации, почвоведении и т.д. Знание механизма 
и закономерностей переноса растворенных 
веществ дает возможность разрабатывать 
эффективные мероприятия, позволяющие 
предотвратить засоление почв и опреснять 
засоленные земли для использования их в 
сельском хозяйстве. Это объясняется огром-
ной теоретической и практической важностью 
проблемы засоления почв. В частности мате-
матические модели солепереноса в почве 
могут служить основой для решения важней-
ших задач мелиорации почв: определение 
нормы промывок засоленных почв в зависи-
мости от исходного содержания солей, их 
состава, свойств почв и гидрогеологических 
условий; выявления оптимального уровня за-
легания грунтовых вод, исключающего засо-
ление почв; расчета предельно допустимой 
минерализации вода для орошения [1, 5-6]. 

На основе прямого и обратного решения 
модели солепереноса в почве:  

( )
2

1 2 2

C CC b b D v C
t x x
θ ρ θ θ θ µ∂ ∂ ∂

+ + = − −
∂ ∂ ∂ , 

1b k C=
,   

2 ( )
b

C C
t

γ Η

∂
= − −

∂   (4) 
нами разработан среднеинтегральный ме-
тод определения гидрохимических парамет-

ров (шага смешения и коэффициента скоро-
сти растворения солей твердой фазы) по 
среднему засолению водонасыщенных почв 
заданной мощности до и после промывки по 
результатам опыта в лабораторных и поле-
вых условиях [1, 5]. 

Кроме того, выведена формула для рас-
чета промывных норм по среднему засоле-
нию толщи почвогрунтов до и после промыв-
ки: 

0 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1

sin(2 ) sin(2 )ln ln , , ,
2 ( ) 4

θη η
η η η λ

     −   = + = =       + − + +        
v

t

S S h ahL L RN a
h S S a h L  

(5) 

где S0  и tS −
 осредненное значения началь-

ной и конечной концентрации легкораствори-

мых солей в промываемой толще 
[ ]0,R

 уча-
стка;  

1S −
 минерализация промывных вод; 

/ 4Lη λ= − параметра Пекле;  
λ − параметр дисперсии;  
L − глубина грунтовых вод;  
θ −объемная влажность почвы (порис-

тость);  

1h −
корень транцендентного уравнения 

1 1.η =ctgh h
 

5. Математическое моделирование тепло-
переноса в почве. Моделированию теплопе-
реноса в почвоведении уделяется большое 
внимание, так как он оказывает существен-
ное влияние на интенсивность процессов поч-
вообразования, климат и продуктивность эко-
систем. Постановка и решение различных за-
дач теплопереноса в почвах рассмотрены в 
работах [4, 10-12]. Так, для решения как 
прямой задачи теплопереноса в почве (про-
гноза переноса тепла в почве), так и обрат-
ной (определения коэффициента температу-
ропроводности κ по данным полевых или ла-
бораторных экспериментов) исследован клас-
сический перенос тепла в почве: 

2

2 ,λκ κ
 ∂Τ ∂ Τ

= = ∂ ∂  vt x c
  (6) 

где 
( ),x tΤ −

температура почвы в точке x  в 
момент времени t ;  

λ −  коэффициент теплопроводности; 

v mc cρ= −
объемная теплоемкость поч-

вы;  
ρ − плотность почвы;  

mc −
удельная теплоемкось. 

Для учета влияния фильтрации на измене-
ния теплового поля зоны аэрации почвы, свя-
занные с изменением температуры почвен-
ной поверхности, в работе [12] подробно ис-
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следовано одномерное нестационарное 
уравнение теплопереноса: 

( ) ( ) ( ) ,ρ λ ρ
∂ Τ∂Τ ∂ ∂Τ = ± ∂ ∂ ∂ ∂ 

x
m m m f f

q
c c

t x x x  (7) 

где 
λ −m  коэффициент теплопроводности 

почвы;  
−mc  удельная теплоемкость почвы;  

ρ −m  плотность почвы;  
ρ= −v m mc c

объемная теплоемкость 
почвы;  

−fc  теплоемкость единицы массы во-
ды; 

ρ −f плотность воды;  
θ= −x xq v

 скорость фильтрации;  
−xv  средняя скорость движения воды в 

почвах$ 
θ −общая пористость почвы. 

На основе решения уравнения (6) и (7) на-
ми получены формулы для оценки точечной 
и средней температуры в определенной тол-
ще почвы. Далее, разработан ряд методов 
для быстрого и простого расчета коэффици-
ента температуропроводности почвы, с уче-
том влияния температуры поверхности и на-
личия или отсутствия инфильтрационного по-
тока [4, 12]. 

Выводы 
Приведенные в работе модели требуют 

дальнейшего теоретического и эксперимен-
тального развития и проверки для различных 
почвенных условий. 
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