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difference equations and recurrence mathematical 
procedures for inductive structures analysis at 
breakdown of was justified. It was taken the features 
of breakdown of the basic homogeneous topology 
and topology inductor model. It was obtained the 
difference equations expressions for formalized de-
scription of the physical principle of the inductors 
discrete artificial device operation. And their solution 
for the same and different types of longitudinal and 
transverse reactivity resistances was found. Alterna-
tively, a discrete mathematical model of homogene-
ous inductive structure topology for a discrete induc-
tor artificial device was proposed. The description of 
the inductive structure model by difference equations 
as a discrete approximation of the inductors artificial 
device operating principle was given. The solution of 
these equations for different types of longitudinal 

and transverse reactivity resistances of discrete in-
ductors artificial device topology model was found. 
Solution of these equations makes clear that the rela-
tive resistance of the discrete elementary of induc-
tors artificial device with not breakdown topology 
concurs with the numerical value of “golden section” 
concept. It is shown that the value of the input resis-
tance of coil basically homogeneous topology struc-
ture of the inductor is determined by the value of 
the complex resistance z1 of the discrete elementary 
of proposed inductors artificial device topology. It 
was justified that the difference equations and recur-
rence procedures are widely used because of theirs 
simple solving in any physical tasks in contrast with 
differential equations. It is becoming particularly 
marked when the first N values of the output signal 
of an inductive element are known. 
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Введение 
Катушка индуктивности как элемент на-

ходит широкое применение [1-12]: в реали-
зации электромагнитного принципа бескон-
тактной передачи энергии в процессе взаи-
модействия полей катушек индуктивности 
(трансформатор); при передачи энергии на 
резонансных частотах с применением кон-
туров (LC); в технологиях создания IP-мо-
дулей систем на кристалле, с малой индук-
тивностью ~ 0,1-10 нГн; в усилителях мощ-
ности, активных СВЧ-фильтрах, элементах 
оптической связи; управления магнитными 
подшипниками с обратной связью по маг-
нитному потоку (активные подшипники) и 
т.д. Поэтому вопрос качества индуктивных 
структур и катушки индуктивности, эффек-
тивности их работы часто является опреде-
ляющим для самого факта действия индук-
тивного элемента и содержащих его уст-
ройств. Индуктивные структуры — базовые 
элементы блоков бесконтактной передачи 
энергии, резонансных (LC) контуров и шун-
тов, называемых реакторами в энергетике, 
и другие системы, основаны на индукцион-
ном принципе создания электромагнитного 
поля как источника воздействия на среды и 
объекты управления. Один из способов 
поддержания высокой надёжности элемен-
тов техники — эффективный контроль и ди-
агностика их состояния. Методы диагности-
ки состояния индуктивной структуры ис-
пользуют разные участки электромагнитно-
го спектра сигналов: оптический, инфра-
красный, акустический, тепловой и т.п. [1-
11]. Диагностика и выявление нарушений 

элементов индуктивных структур на ранней 
стадии развития и путей их устранения 
весьма важны. 

Цель и задачи анализа. Указанные об-
стоятельства определяют цель и задачи из-
ложенного ниже анализа и изучения осо-
бенностей изменения исходно однородной 
индуктивной структуры при замыкании вит-
ков с целью определения взаимосвязи из-
менения параметров в преобразованной 
замыканием индуктивной структуре исход-
но однородной топологии. Это же опреде-
ляет и актуальность исследования влияния 
замыканий витков индуктивной структуры 
на эффективность заданных ей функций  
[6-13].  

Ниже проведено исследование влияния 
смены принципа действия индуктивной 
структуры с однородной топологией витков 
при наличии в ней нарушения — замыкания 
смежных витков, меняющего её тополо-
гию. 

Основные положения 
При исследовании поведения индуктив-

ных структур основное внимание уделяется 
расчетам токов и напряжений как сигналов, 
действующих в электрических цепях этих 
устройств [1-12]. Математически сигналы 
задаются временной функцией — непре-
рывной переменной во времени t. Поведе-
ние элементов и систем описывается ли-
нейными дифференциальными уравнениями 
целочисленного порядка с постоянными ко-
эффициентами. Такое представление реак-
ции элементов на действие сигналов равно-
сильно описанию рациональными функция-
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ми комплексной частоты некоторым опе-
ратором [6-12]. Проблема измерения ха-
рактеристик и качества состояния индуктив-
ности — основного элемента скользящего 
токосъёма, электромагнитных устройств 
ускорения тел и сгустков плазмы, электри-
ческих машин и т.п. — актуальна до сих 
пор. Для диагностики используют широкий 
класс воздействий. Это требует обобщения 
описания и анализа особенностей матема-
тических моделей индуктивности при де-
композиции, особенно, многозвенных, тан-
демного или лестничного типа, структур. 
Расширенное обобщение представляет 
большой интерес для исследования, оценки 
возможности и более тонкого анализа и 
синтеза широкого спектра реальных конст-
рукций индуктивных структур и узлов. 

При аналитическом обобщении не менее 
важно оценить адекватность пренебреже-
ния некоторыми, иногда считающихся не 
столь существенными, параметрами и ха-
рактеристиками принятых исследователем 
моделей. Это необходимо, во-первых, для 
уточнения с большим вниманием в анализе 
к некоторым свойствам индуктивных струк-
тур (их линейности и инвариантности) и, во-
вторых, что важно, на адекватности пре-
небрежений малого влияния некоторых па-
раметров при оценке и диагностике со-
стояния даже простейшей индуктивности. 
Часто именно пренебрежение малым влия-
нием параметра, а также смена типа ин-
дуктивных структур элементов и систем 
ведет к параметрическим колебаниям и, 
как следствие, к возникновению неконтро-
лируемого, так называемого, детермини-
рованного хаоса в критичных узлах и гра-
ничных режимах работы элементов и сис-
тем [7-10]. 

Дискретное представление процессов. 
Широкое развитие элементов и средств 
микропроцессорной и компьютерной тех-
ники, используемых в средствах измерения 
и диагностики процессов, вызывает интерес 
к рассмотрению особенностей дискретного 
во времени режима работы средств, ма-
тематических методов и описания процес-
сов, основанных на дискретном представ-
лении тестовых сигналов. В микропроцес-
сорных средствах сигналы не непрерывные 
функции времени, а дискретны — вида 
счетных последовательностей. Их отсчеты 

обозначают: [ ]x n , [ ]y n , [ ]z n , [ ]nξ  и 

т.д. [12]. Квадратные скобки указывают на 
то, что заключенная в них переменная дис-
кретного времени п принимает на времен-
ной оси целые значения: …, -3, -2, -1, 0, 1, 
2, 3, … Представление дискретных сигна-

лов аналогично непрерывным: в виде гра-
фиков, таблиц, формул [13]. 

Дискретная основа построения моделей 
физических процессов и дискретный образ 
принципа действия свойственны многим фи-
зическим явлениям и элементам. Пример: 
периодичность расположения витков индук-
тивных структур катушек, дросселей, реак-
торов, трансформаторов. К дискретным 
моделям приводит математическая форма-
лизация многих структур со свойственной 
им регулярностью представления и ото-
бражения в пространстве, в том числе дис-
кретизация непрерывных сигналов с высо-
кой (не ниже интервала дискретизации 
Найквиста и Котельникова) периодичностью 
следования отсчетов — выборки функции 
изменения процесса. Компьютеры способ-
ны решать сложные задачи вида описания 
многомерных систем нелинейными диффе-
ренциальными уравнениями, неразрешимых 
другим путём. Компьютерное моделирова-
ние практически заменило стадию создания 
макетов при проектировании систем. В 
описании устройств и систем, принцип дей-
ствия которых основан на дискретном 
представлении сигналов и математических 
моделей, часто применяют разностные 
уравнения или рекуррентные процедуры — 
аналоги непрерывных дифференциальных 
уравнений. Многие особенности решения 
разностных уравнений в общей постановке 
являются отражением линейных диффе-
ренциальных уравнений. Численное интег-
рирование дифференциальных уравнений 
включает разностные уравнения при заме-
не производных разностными выражениями 
[13-14]: 

( ) ( ) ( ) ( )
t

txttx
dt
tdxtx

∆
−∆+

==& , 

где t∆  — приращение (интервал) времени 
между двумя смежными отсчетами непре-
рывной функции, подлежащей дискретиза-
ции. 

Линейное разностное уравнение N-по-
рядка с постоянными коэффициентами, ус-
танавливающее связь дискретных отсчетов 

входного сигнала — воздействия [ ]x n  неко-

торого элемента с выходным сигналом 

[ ]y n  — реакции элемента на входное воз-

действие, имеет вид [12-14]: 

[ ] [ ]
0 0

N N

m l
m l
a y n m b x n l

= =

+ = +∑ ∑ .    (1) 

Ему соответствует функция передачи 
индуктивного элемента: 
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( )
0 0

N N
l m

l m
l m
b aξ ξ ξ

= =

Φ =∑ ∑% ,  

где y nξ = . 

Разностные уравнения как рекуррентные 
процедуры широко применяют потому, что 
решать разностные уравнения гораздо 
проще, чем дифференциальные уравнения, 
особенно зная первые N значений выходно-
го сигнала исследуемого элемента. При 
этом (1) принимает вид: 

[ ] [ ] [ ]
0 0

,
= =

+ = + − +∑ ∑
N N

l m
l m

y n N b x n l a y n m  

откуда, зная входной сигнал и предшест-

вующую реакцию элемента [ ],y n  [ ]1 ,y  

…, [ ]1 ,−y N  легко находится [ ].y n  По-

следовательной итерацией находят любой 

отсчет [ ]1 ,+y N  [ ].+Ky N  При использо-

вании разностных уравнений для аппрокси-
мации решений дифференциальных урав-
нений важен выбор t∆  интервала взятия 
дискретных выборок. При большом t∆  по-
грешность аппроксимации может быть ве-
лика; при малом t∆  — растёт число итера-
ций и объем вычислений, в результате па-
дает быстродействие и эффективность 
применяемых алгоритмов и методов оцен-
ки параметра. 

Реакцию исследуемой структуры при 
нулевом входном воздействии (собствен-
ные свойства структуры) определит реше-
ние уравнения (1) при нулевых начальных 
условиях:  

[ ]
0

0
N

m
m
a y n m

=

+ =∑ ; [ ]
1

N
n

m m
m

y n A ξ
=

=∑ , 

где 
nξ  — совокупность N корней характе-

ристического уравнения 
0

0
N

n
m m

m
a ξ

=

=∑ ;  

mA  — совокупность N постоянных, со-

ответствующих начальным условиям. 
Дискретный эквивалент индуктивной то-

пологии. Индуктивную структуру с перио-
дической топологией витков можно пред-
ставить эквивалентной схемой однородной 
цепи тандемного типа из L и C элементов. 
Эквивалентная схема в дискретном пред-
ставлении показана на рисунке 1. 

Электрические токи и напряжения в мно-
гозвенной цепи эквивалентной индуктивной 
структуры соответствуют системе уравне-
ний: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1

1
2

1

1 1

U n U n i n z

i n i n z U n−

 + = − ⋅


+ = − ⋅ +
.  (2) 

 

 
 

Рис. 1. Дискретный эквивалент  
индуктивности  

 
Решением первого уравнения системы 

относительно [ ]i n  и подстановкой, вместо 

[ ]i n  и [ ]1i n+ , результата во второе урав-

нение система уравнений приводится к од-
нородному разностному уравнению отно-

сительно [ ]U n : 

[ ] ( ) [ ] [ ]2 2 1 22 2 1 0z U n z z U n z U n+ − + + + = . (3) 

Уравнение (3) — описание дискретного 
эквивалента индуктивности однородной 
многозвенной цепью. Нормировка уравне-
ния по z2 дает: 

[ ] ( ) [ ] [ ]1 22 2 1 0U n z z U n U n+ − + + + = . (4) 

При тождестве z1 = z2 и граничных усло-

виях ( [ ]0U U= ; [ ] 0U n →  при n→∞ ) 

для z1 и z2 — одного типа реактивности 
уравнение имеет вид: 

[ ] [ ] [ ]2 3 1 0U n U n U n+ − + + = .     (5) 

При разной реактивности z1 = — z2 и тех же 
граничных условиях получим другое част-
ное уравнение: 

[ ] [ ] [ ]2 1 0U n U n U n+ − + + = . (6) 

Это уравнение второго порядка имеет 
единственное граничное условие [( 0n ≈ ) в 
области первых витков индуктивности]. 
Прямое его решение не дает реального 
результата [12-14]. 

Однородное разностное уравнение с по-
стоянными коэффициентами имеет реше-
ние вида [14]: 

[ ] nU n Ay= ,   (7) 

где y — комплексное число. Решение урав-
нения имеет параболическое либо экспо-
ненциальное поведение, определяемое па-
раметрами A, y и n. 

Для нахождения и последующего анали-
за решения уравнения (7), в двух частных 
случаях, используем известные методики 
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решений однородных разностных уравне-
ний [13-14]. 

1. Случай многозвенной индуктивной 
структуры с реактивностями z1 и z2 одного 
типа (z1 = z2). Подставляя (7) в уравнение 
(5), получим: 

( )2 1 23 3 1 0n n n nAy Ay Ay Ay y y+ +− + = − + = . (8) 

При [ ] 0nU n Ay= ≠  находим корни ре-

шения второго сомножителя: 
2 3 1 0y y− + = .  (9) 

Число действительных корней уравнения 
зависит от знака дискриминанта; дискрими-
нант уравнения Д < 0 — имеем два корня. 
Решение этого уравнения:  

( )1,2 3 5 2y = ±   

или 38,01 ≅y  и 62,22 ≅y .  (10) 

2. Разные типы реактивностей z1 и z2. 
При разных реактивностях z1 и z2 из (6) 

решаем уравнение вида: 
2 1 0y y− + = .  (11) 

Дискриминант 1 1 4 1,25 0Д = + = >  по-

ложителен, имеем два мнимых корня: 

( )3,4 1 3 2y j= ± .   (12) 

Мнимые корни решения указывают на 
наличие элементов разного типа реактивно-
сти в многовитковой топологии индуктивной 
структуры. Наличие мнимых корней реше-
ния однородного разностного уравнения 
модели индуктивности говорит о том, что в 
определенных условиях нарушение тополо-
гии ее витков или при определенных часто-
тах тестового воздействия реакция индук-
тивной структуры будет неравновесной с 
сильным влиянием случайных резонансных 
явлений. Это факт возможной неустойчи-
вости поведения эквивалента индуктивной 
структуры. 

При линейности исходного однородного 
разностного уравнения (3)-(6), используя 
частные его решения и следуя классиче-
скому подходу [12-15], общее решение 
для обоих случаев реактивностей z1 и z2 
запишется суммой двух компонент частных 
решений: 
1) [ ] 2 1 0,38 2,62n n n nU n Ay By A B= + = ⋅ + ⋅ ; (13) 

2) [ ] ( ) ( )4 3 1 3 2 1 3 2 .   = + = ⋅ − + ⋅ +   
n n

n nU n Ay By A j B j
   

(14) 

С увеличением п первые слагаемые в 
(13) и (14) стремятся к нулю; вторые, на-
оборот, растут. Здесь А и В — постоянные 
интегрирования, которые определяются из 
заданных граничных и начальных условий. 

Для установленных в задаче и задавае-
мых при 0n =  начальных и граничных усло-

виях передачи сигнала индуктивной струк-
турой — многозвенной цепью, второе сла-
гаемое по начальным условиям в обоих 
уравнениях должно быть равно нулю, т.е. 

0B ≡ . Тогда искомое решение в обоих 
случаях определит зависимость [ ] 2,4

nU n Ay=  

[14]. 
В результате общее решение однород-

ного разностного уравнения: 
1) для реактивностей z1 и z2 одной при-

роды: 

[ ] 0,38nU n U= ⋅ , при 0n ≥ ;      (15) 

2) для реактивностей z1 и z2 разной 
природы: 

[ ] ( )1 3 2 , = − ⋅ 
n

U n j U  при 0n ≥ .  (16) 

Численно изменение выходного сигнала 
структуры в зависимости от входного со-
гласно (15) и (16) представлено в таблице. 

Таблица 
Относительное изменение  

выходного сигнала структуры 
 

n 0 1 2 3 4 

0,38n 1 0,38 0,1444 0,054872 0,020851

e—jπn/3 1 0,351106 0,123276 0,043283 0,015197

 

 
Рис. 2. Выходной сигнал эквивалента  

для продольного и поперечного  
сопротивлений 

одного типа реактивности 
 

 
Рис. 3. Выходной сигнал эквивалента  

для продольного и поперечного  
сопротивлений разного типа реактивности 



ТЕХНОЛОГИИ И СРЕДСТВА МЕХАНИЗАЦИИ СЕЛЬСКОГО ХОЗЯЙСТВА 
 

Вестник Алтайского государственного аграрного университета № 1 (123), 2015 147
 

Графики отражают быструю сходимость 
изменения выходного сигнала дискретного 
эквивалента с ростом витков структуры 
(рис. 2, 3). 

Ток [ ]0i  и входное сопротивление 

[ ]0вхz U i=  эквивалента индуктивности най-

дутся из уравнения входного контура при 
1n = :  

1) [ ] [ ] [ ]1 10 1 0 0,38 ;= ⋅ + = ⋅ + ⋅U i z V i z U
 
(17) 

2) [ ] [ ] [ ] ( )1 10 1 0 1 3 2 . = ⋅ + = ⋅ + − ⋅ U i z V i z j U (18) 

или    1) [ ] [ ]2/530/z 1в −+== ziUx ;           (19) 

   2) [ ]2/311вх jzz −+= .                  (20) 
Опуская алгебраические преобразова-

ния, получим: при одном типе реактивности 
элементов z1 и z2 входное сопротивление 
многозвенной индуктивной структуры оп-
ределяется «золотым сечением»: 

1
1 5

2вхz z+
= ;   (21) 

при разном типе реактивности z1 и z2 — со-
отношением: 

3
1вх

jezz −=  .  (22) 

Из (21) и (22) следует, что входное со-
противление индуктивной структуры — ли-
нейная функция комплексного сопротивле-
ния z1, отражающего свойства топологии 
витков индуктивной структуры с коэффици-
ентом, численно равным корням решения 
линейного разностного уравнения описания 
многовитковой индуктивной структуры. Со-
противление z2 в такой структуре является 
отражением протекающих в ней физиче-
ских процессов: ионизация, неидеальная 
изоляция, частичные разряды, утечки тока и 
многое другое. Сопротивление z2 можно 
считать «паразитным» фактором, отра-
жающим качество индуктивности и ее 
принципа действия. 

Коэффициент пропорциональности в вы-
ражениях (21) и (22) для сопротивлений z1 и 
z2 одной природы реактивности равен: 

1
1 5

2вхz z +
= .  (23) 

Для сопротивлений z1 и z2 разной приро-
ды реактивности: 

3
1/вх

jezz −=  .  (24) 

Любопытный факт: входное сопротивле-
ние индуктивной структуры определяется 
комплексным сопротивлением эквивалента 
элементарного витка этой структуры z1. 
Причем, его значение является «золотым 
сечением» этого сопротивления. 

  
 

Рис. 4. Коэффициент пропорциональности  
для сопротивлений  

одной природы реактивности 
 
Другими словами, продольное сопротив-

ление элементарного витка — ступени мно-
говитковой топологии эквивалента индук-
тивности является большей долей «золотого 
сечения», делящего входное полное сопро-
тивление индуктивной структуры на две 
части (продольную z1 и поперечную z2) так, 
что отношение полного входного сопротив-
ления структуры к большей части продоль-
ного сопротивления ступеньки — витка рав-
но отношению значения продольного со-
противления к их разности (т.е. меньшей 
части).  

 

 
 

Рис. 5. Коэффициент пропорциональности  
для сопротивлений  

разной природы реактивности 
 

Для однотипных z1 и z2 получим: 

1

1 1

1 5
2

вх

вх

z z
z z z

+
= =

−
;  (25) 

для разнотипных z1 и z2: 

3
1/вх

jezz −=  .  (26) 

 
Выводы  

Рассмотрены особенности дискретного 
представления индуктивных структур и про-
цессов, протекающих в них, с обосновани-
ем применения разностных уравнений и 
рекуррентных процедур для анализа пове-
дения индуктивных структур и модели то-
пологии индуктивности. Предложена дис-
кретная математическая модель однород-



ТЕХНОЛОГИИ И СРЕДСТВА МЕХАНИЗАЦИИ СЕЛЬСКОГО ХОЗЯЙСТВА 
 

148 Вестник Алтайского государственного аграрного университета № 1 (123), 2015 
 

ной топологии индуктивной структуры в ви-
де дискретного эквивалента индуктивности. 
Получены разностные уравнения дискрет-
ной аппроксимации принципа действия экви-
валента катушки индуктивности и найдены 
их решения для разной реактивности про-
дольного и поперечного сопротивлений 
дискретного эквивалента. Найдено, что от-
носительное сопротивление эквивалента 
элементарного витка индуктивности с нена-
рушенной топологией совпадает с числен-
ным значением понятия «золотого сече-
ния».  
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