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Установлено, что в механической системе, 
включающей платформу, опирающуюся на два 
вращающихся вальца, возможен режим псевдо-
автоколебаний. Термин «псевдо» введен потому, 
что эти колебания, с одной стороны, имеют все 
атрибуты автоколебаний (отсутствие колебатель-
ного источника, выход колебаний на предельный 
цикл), а, с другой стороны, затухают на длитель-
ных отрезках времени, чего не происходит при 
«истинных» автоколебаниях. Возбуждение псевдо-
автоколебаний носит жесткий характер, т.е. 
необходимо начальное отклонение от состояния 
равновесия платформы, превышающее критиче-

ское, т.е. большее, чем A = Ωr/ω0. В противном 
случае реализуется режим свободных колебаний, 
размах которых определяется начальными усло-
виями. Показано, что при различных угловых ско-
ростях вальцов также возможно получение ре-
жимов авто- и свободных колебаний. При этом, 
по сравнению с режимом Ω1 = Ω2 = Ω, появляют-
ся некоторые дополнительные условия, в частно-

сти Ω1>Ω2. Предложена модернизация исследуе-
мого устройства, заключающаяся в оснащении 
его пружиной с отталкивающими свойствами. Ре-
зультат этого изменения конструкции заключается 
в увеличении на 15-20% полуразмаха псевдоавто-
колебаний. Даны общие рекомендации по исполь-
зованию устройства как основы технологической 
машины, например, просеивающей. 

It is established that in the mechanical system 
which includes the platform, which is rested on two 
revolving rollers, the regime of pseudo-auto-
oscillation is possible. Term “pseudo-” is introduced 
because these fluctuations, from one side, have all 
attributes of auto-oscillations (absence of oscillating 
source, the output of fluctuations to the limiting cy-
cle), and from other side, they attenuate in the pro-
longed intervals of time, what it does not occur with 
“true” auto-oscillations. The excitation of pseudo-
auto-oscillation bears rigid nature, i.e., is necessary 
initial deviation from the state of the equilibrium of 
platform, exceeding critical, T.e. it is larger than  

A = Ωr/ω0. Otherwise realizes natural oscillations 
conditions, whose spread is determined by initial 
conditions. It is shown that obtaining the regimes of 
auto- and free fluctuations is also possible with dif-
ferent angular velocities of rollers. In this case, in 

comparison with the regime Ω1 = Ω2 = Ω, appear 
some additional conditions, in particular Ω1>Ω2. Is 
proposed the modernization of the device being 
investigated which are consisted in the equipment 
with its spring with the repellent properties. The re-
sult of this change in the construction consists in an 
increase on 15-20% the half span of pseudo-autos-
oscillation. General recommendations regarding the 
use of a device as the bases of technological ma-
chine, for example, sifting. 
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Введение 
Речь пойдет об устройстве (рис. 1), в 

котором сухое (кулоново) трение вступает 
в качестве восстанавливающей силы. Си-
стема представляет собой совокупность 
двух вращающихся в противоположные 
стороны цилиндрических вальца или шкива, 
на которые сверху свободно установлены 
однородная платформа, пластина или 
стержень (рис. 1а). В дальнейшем будем 
оперировать понятиями «вальцы» и «плат-
форма». 

Силы трения, развивающиеся в линиях 
касания платформы с вальцами, следуют 
закону Кулона (рис. 1 б), т.е. пропорцио-
нальны соответствующим давлениям. В  
[1, 2] показано, что в данном устройстве 
сила сухого трения удивительным образом 
трансформируется в восстанавливающую 

силу, т.е. играет здесь несвойственную ей 
роль.  

Благодаря этому платформа, будучи вы-
веденной из состояния равновесия, совер-
шает свободные незатухающие колебания 
согласно дифференциальному уравнению 

,   (1) 

где  – частота свободных ко-

лебаний платформы;  
f – коэффициент трения в паре контак-

та; 
g – ускорение свободного падения. 

Таким образом, устройство в принципе 
может быть использовано как основа тех-
нологической машины (например, просеи-
вающей, если вместо платформы устано-
вить решето). 
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а      б 

 
Рис. 1. Расчетная схема устройства (а) и характеристика сухого трения (б) 

 
Однако проведенный в указанных выше 

изданиях анализ был осуществлен при ис-
пользовании некоторых ограничений. К 
примеру, подразумевалось, что вальцы 
вращаются с большой угловой скоростью, 
поэтому всегда выполняется условие 

,   (2) 

где  – скорость колебаний; 
 r – радиус вальца. 

Условие (2) означает, что силы трения 
всегда направлены к оси симметрии плат-
формы. Угловые скорости вальцов прини-

мали одинаковыми, т.е. . 
Анализ этой системы, предлагаемый да-

лее, проведен при более общих предпо-
ложениях, т.е. при снятии указанных выше 
ограничений. 

 
Методы и результаты исследований 

Будем изучать колебания платформы, 
периодически проходящие через точку 
разрыва характеристики сухого трения 
(рис. 1 б), т.е. будем полагать 

,       (3) 

где  – относительная скорость 
скольжения платформы и вальца. Угловые 
скорости вальцов пока будем считать оди-

наковыми .  
Пусть в произвольный момент времени t 

центр тяжести С платформы смещен на 
расстояние х от оси симметрии. Тогда ре-
акции вальцов составят 

; , 

где  – расстояние между вальцами; 

 – масса платформы. 
Соответственно, проекции сил трения на 

горизонтальную ось будут равны 

; 

. 

Таким образом, суммарная сила трения 
составит 

. 

Следовательно, дифференциальное 
уравнение движения рабочего органа в 
проекции на горизонтальную ось будет 
иметь вид 

, (4) 

где  – частота собственных свободных 

колебаний . 

Таким образом, в данной системе сум-
марная сила сухого трения преобразова-
лась в позиционную восстанавливающую 
(или отталкивающую, в зависимости от 

разности ) силу.  
Представим уравнение (4) в виде двух 

уравнений первого порядка 

;  

.  (5) 

Точки покоя (равновесия) и нашей 
системы определятся из условия: 

; . Отсюда имеем: 

; . 
Таким образом, выявили одну точку 

равновесия, располагающуюся в центре 
координат. 

Дифференциальное уравнение фазовых 
траекторий (фазовый портрет) системы по-
лучим, если второе уравнение системы (5) 
разделим на первое 

  (6) 

Это нелинейное уравнение линейно на 
отдельных участках 

, при ;  (7) 

, при  (8) 
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Интегрируя эти уравнения, получим 

С;    (9) 

С.   (10) 

Как известно, уравнение (7) дает фазо-
вый портрет в виде вложенных друг в друга 
эллипсов, представляющих движение изоб-
ражающей точки (рис. 2а). Точка равнове-
сия в этом случае называется центром [3]. 
Эллипсы как замкнутые кривые указывают 
на периодическое движение платформы. 

 
а 

     
б 

 
в 

Рис. 2. Фазовые портреты центра (а), 
седла (б) и системы «вальцы-платформа» (в) 

 

Уравнение (8) дает интегральные кривые 
в виде гипербол (рис. 2 б). Через особую 

точку (х0 = 0, ) проходят асимптоты 

(сепаратрисы), соответствующие С = 0. 
Изображающая точка всегда удаляется от 
особой точки за исключением движения по 
одной из сепаратрис (поверхность – сед-
ло). Движение по седлу является не коле-
бательным, а периодическим, т.е. в дан-
ном случае точка равновесия является не-
устойчивой. 

В нашей колебательной системе величи-

на  может принимать в течение пе-
риода колебаний как положительные, так и 
отрицательные значения. В первом случае 

особая точка (х0 = 0, ) устойчива 
(центр), во втором – неустойчива (седло). 
«Игра» сил притяжения и отталкивания в 
течение одного периода приводит, как мы 
увидим далее, к выходу на определенный 
режим колебаний, схожий с автоколебани-
ями. 

Очевидно, что сшивка фазовых траекто-
рий центра и седла должна проходить по 

линии  (рис. 2в). На какую фазовую 
траекторию выйдет изображающая точка – 
зависит от начальных условий. Неустойчи-
вой по начальным условиям является за-
штрихованная зона I. Начальные условия 
внутри заштрихованного эллипса (зона II) 
выводят систему на свободные незатухаю-
щие колебания. 

Но самым замечательным свойством 
данной динамической системы является вы-
ход из зоны III с другими начальными усло-
виями на траекторию типа полуустойчивый 
предельный цикл (на рис. 2в – эллипс, 
изображенный жирной линией). Это поло-
жение подтверждает компьютерное моде-
лирование в среде Mathcad (рис. 3). 

Можно далее констатировать, что в дан-
ной колебательной системе реализуется 
жесткий режим возбуждения автоколеба-
ний. 

Полуразмах этих колебаний, происходя-

щих с частотой , составляет 

.   (11) 

Данная механическая система удивляет 
тем, что ведет себя как автоколебательная 
(нет внешнего источника колебаний, выход 
системы на предельный цикл), хотя консер-
вативные системы (на это указывает вид 
уравнения (4) не могут быть автоколеба-
тельными. 

С другой стороны, следует иметь в ви-
ду, что уравнение содержит «замаскиро-
ванную» диссипативную силу (силу трения) 

, что, видимо, и обуслов-
ливает необычные свойства системы в це-
лом. 
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Рис. 3. Выход изображающей точки  
на одну и ту же траекторию,  

независимо от начальных условий 

 
В общем виде уравнение (4) можно за-

писать так, что оно принимает вполне «ав-
токолебательный вид»:  

,   
  (12) 

где  – нелинейная сила. 

В связи с такой записью возможно и 
аналитическое решение для получения ве-
личины А – полуразмаха автоколебаний. 

Известно, что в автоколебательных си-
стемах среднее за период колебаний зна-
чение энергии в нелинейных членах рав-
но 0, т.е. 

  (13) 

 
В нашем случае имеем 

    (14) 

Принимая приближенно ; 

уравнение (14) преобра-
зуем к виду 

(15) 

где . 

Предположим, что ,  

тогда величина si n( ) 

 (в связи с тем, 

что  весь период, за исключе-
нием мгновенного касания нулевой линии 
один раз в периоде). 

Следовательно, поскольку , то 
из выражения (15) остается предположить, 
что  

 
Таким образом, действительно интеграл 

(14) удовлетворяется при полуразмахе ав-

токолебаний , что было найдено 
ранее численно. 

Рассмотрим далее случай разных угло-
вых скоростей вальцов, т.е. 

. 
В этом случае силы трения в линиях ка-

сания платформы и вальцов составят 

;    (16) 

.   (17) 

Суммарная сила трения 

 

  (18) 

Соответствующее уравнение колебаний 

 
 

         (19) 

где по-прежнему определяется формулой . 
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Получили сложное, существенно нели-
нейное уравнение, которое исследовали 
численно в программе Mathcad. 

Анализ литературных источников пока-
зывает, что аналитическое решение будет 
весьма затруднено [4-6], именно поэтому и 
остановились на вычислительном экспери-
менте. 

Интерес представляют четыре случая: 

1) ;  

2) ;  

3)  

4) , 

где  – максимальная ско-

рость колебаний (в случае . Чис-
ленные эксперименты показали следую-
щее: 

1. В условиях  также можно по-
лучить как свободные колебания (случай 1), 
так и колебания, фазовый портрет которых 
схож с предельным циклом (случай 2 и 4). 

2. Неустойчивые колебания наблюдаются 
в случае 3, а также в случае 2, если 

. 
3. Параметры предельного цикла опре-

деляет первый валец (его значение , 
что, видимо, связано с выбором соответ-
ствующей системы координат. 

Эти положения позволяют утверждать, 
что поскольку на практике невозможно 

выдержать точное равенство , то к 
этому не нужно и стремиться, поскольку 
весь набор периодических движений мож-

но получить и в случае . 
Колебательные свойства механической 

системы, изображенной на рисунке 1а, 
можно усилить, добавив к ней пружину с 
отталкивающей характеристикой (рис. 4а). 

На рисунке 4б представлен фазовый 
портрет автоколебаний, причем параметры 
устройства одинаковы с теми, которые да-
вали фазовые портреты на рисунке 3. 

Как видно, модернизация устройства 
привела к тому, что размах автоколебаний 
увеличился на 15-20%. 

Представленное рассмотрение автоко-
лебаний имеет идеализированный вид, не 
учитывает сопротивление воздуха, рассея-
ние энергии обрабатываемым материалом 
и т.д. В реальной обстановке такие колеба-
ния рано или поздно затухнут. Поэтому ес-
ли такое устройство использовать в техно-
логической машине, то загрузка обрабаты-
ваемого материала должна быть такой, 
чтобы постоянно «освежать» ненулевые 
начальные условия работы данного устрой-
ства или каким-либо способом периодиче-

ски выводить систему из равновесия. В слу-
чае обработки сыпучего материала это 
легко сделать с помощью бесприводного 
питателя – коромысла, подающего мате-
риал сверху периодически то на левую по-
ловину платформы, то на правую. В ре-
зультате баланс сил трения в парах трения 
будет нарушаться, и затухающие колебания 
будут вновь возобновляться. Питатель в 
этом случае также представляет своего 
рода автоколебательное устройство. 
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Рис. 4. Схема модернизации устройства (а)  
и фазовый портрет автоколебаний (б) 

 
Возможны и другие изобретательские 

приемы решения этой задачи. 
И в заключение о терминологии. Выяв-

ленный в устройстве «платформа-вращаю-
щиеся вальцы» автоколебательный режим 
затухает в реальном устройстве по истече-
нии некоторого промежутка времени. По-
этому такие колебания правильнее назвать 
«псевдоавтоколебаниями», в отличие от 
«истинных» автоколебаний, которые не за-
тухают на длительных промежутках време-
ни. 

Интересно отметить, что исследуемое 
устройство по выявленным режимам и фа-
зовому портрету идентично поведению до-
вольно известного устройства «лента-
подпружиненный ползун» при характери-
стике сухого трения (рис. 1б) [7]. 
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Поэтому по аналогии казалось, что если 
принять характеристику трения в паре «ва-
лец – платформа» по Штрибеку в виде 

, 

(где  – экспериментально опреде-
ленные параметры), то так же, как и в 
случае с ползуном, можно получить «ис-
тинные автоколебания». 

Компьютерный анализ показывает, одна-
ко, что это не так. Режимы колебаний 
остаются такими же, как при характеристи-
ке трения, изображенной на рисунке 1б. 

 
Выводы 

1. Установлено, что в механической си-
стеме, включающей платформу, опираю-
щуюся на два вращающихся вальца, воз-
можен режим псевдоавтоколебаний. По-
луразмах этих колебаний определяется вы-
ражением (10). 

Термин «псевдо» введен потому, что эти 
колебания, с одной стороны, имеют все 
атрибуты автоколебаний (отсутствие коле-
бательного источника, выход колебаний на 
предельный цикл), с другой стороны, зату-
хают на длительных режимах времени, че-
го не происходит при «истинных» автоколе-
баниях. 

2. Возбуждение псевдоавтоколебаний 
носит жесткий характер, т.е. необходимо 
начальное отклонение от состояния равно-
весия платформы, превышающее критиче-

ское, т.е. большее, чем А  В про-

тивном случае реализуется режим свобод-
ных колебаний, размах которых определя-
ется начальными условиями. 

3. Показано, что при различных угловых 
скоростях вальцов также возможно полу-
чение режимов авто- и свободных колеба-
ний. При этом, по сравнению с режимом 

, появляются некоторые до-

полнительные условия, в частности 

. 

4. Предложена модернизация известно-
го устройства, заключающаяся в оснащении 
его пружиной с отталкивающими свойства-
ми. Результат этого изменения конструкции 
заключается в увеличении на 15-20% полу-
размаха псевдоавтоколебаний. 

5. Даны общие рекомендации по ис-
пользованию устройства как основы техно-

логической машины, например, просеива-
ющей.  
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