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Заключение 
Решением первой задачи явилось принципиальное 

изменение конфигурации канала I аспирации в рабо-
чей зоне. Путем проведения многочисленных опытов 
была решена и вторая задача. В результате прове-
денных исследований практически восстановлена ра-
ботоспособность зерноочистительной машины СВУ-60 
и обеспечена таким образом ее эффективная работа в 
технологических линиях вышеупомянутых хозяйств. 
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В результате динамического анализа взаимодействия 

зуба пружинной бороны с почвой получены нелинейные 
дифференциальные уравнения, являющиеся математиче-
ской моделью данного процесса. Аналитическое и числен-

ное (компьютерное) её исследование показало, что она 
адекватно описывает устойчивый процесс автоколебаний 
зуба бороны. На основе этого анализа могут быть истолко-
ваны все факты, обнаруживаемые в реальных условиях 
работы бороны. Установлено, что в системе «зуб бороны-
почва» происходит мягкое возбуждение автоколебаний, 
которые носят осцилляторный характер. Показано, что при 
определенной характеристике сопротивления почвы коле-
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бания зуба могут возникать даже без воздействия случай-
ных пульсаций сопротивления. Для инженерного расчета 
автоколебательных рабочих органов борон предложены 
формулы, определяющие основные параметры автоколе-
баний в зависимости от характеристик зуба и обрабатывае-
мой почвы. 

 
Keywords: spring-tooth harrow, harrow tooth, oscillations, 

numerical solution, stability, phase plane, limit cycle. 
 
As a result of dynamic interaction analysis of a tooth of 

spring harrow with the soil, nonlinear differential equations are 
obtained which form mathematical model of this process. The 
analytical and numerical (computer) study shows that it ade-

quately describes the steady process of the auto-oscillations of 
the tooth of harrow. All facts, detected under the actual condi-
tions for the work of harrow, may be interpreted on the basis of 
this analysis. It is found that in the system “the tooth of harrow - 
the soil” occurs the soft excitation of the auto-oscillations, which 
bear oscillator nature. It is shown that with the specific re-
sistance characteristics of the soil of the fluctuation of tooth they 
may appear even without the action of the random pulsations of 
resistance. The formulas which determine the basic parameters 
of auto-oscillations depending on the characteristics of tooth 
and workable soil are proposed for the engineering calculation 
of the self-oscillatory operating units of harrow. 
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Введение 
Автоколебательные рабочие органы почвообраба-

тывающих машин стали реальностью наших дней, 
обеспечивая существенный технологический и энерге-
тический эффект [1, 2]. В частности, к автоколеба-
тельным рабочим органам относятся зубья пружинных 
борон. Отечественными и зарубежными предприятия-
ми выпускается целая гамма таких борон. 

Пружинные зубья борон весьма просты по устрой-
ству, но их рабочий процесс весьма сложен. Сегодня 
не существует общепризнанной теории взаимодей-
ствия зубьев с почвой, сопровождающегося автоколе-
баниями. 

В связи со сказанным встает вопрос рационально-
го проектирования таких рабочих органов, опираясь на 
теорию автоколебательных процессов. 

 
Объект исследования 

Рассмотрим расчетную схему взаимодействия зуба 
с почвой (рис. 1). 

Зуб совершает сложное абсолютное движение: пе-
реносное с постоянной поступательной скоростью V 
заделки зуба и относительные угловые колебания с 
центром в точке 0. 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема взаимодействия зуба с почвой 

Нас интересуют в первую очередь относительное 
движение зуба, связь этого движения с параметрами 
зуба, скоростью V и характеристиками почвы. 

Пусть в нерабочем (ненапряженном) состоянии зуб 
занимает строго вертикальное положение (в действи-
тельности при бороновании зуб настраивается на ис-
ходное отклонение в 5-15о в сторону, противополож-
ную движению). Вертикальность нам нужна для упро-
щения теоретических выкладок. 

Если бы зуб не пружинил, то при работе он оста-
вался вертикальным и его сопротивление составило: 

,           (1) 
где  – удельное сопротивление зуба, зависящие от 
скорости агрегата  Н/см2 (в среднем 

 Н/см2) [3]; 
 – глубина погружения зуба в почву (обычно не 

превышает 0,1 м); 
 – диаметр зуба или его поперечный размер (ча-

ще всего 0,01 м). 
Момент от сопротивления почвы относительно 

точки 0 в этом случае бы составил: 
,   (2) 

где  – общая длина зуба (обычно 0,40-0,45 м). 
В процессе работы пружинящий зуб отклоняется 

при взаимодействии с почвой. Его некоторое промежу-
точное положение АВ обозначено на рисунке 1 пунк-
тиром. При этом будем считать, что в процессе коле-
баний зуб сохраняет прямолинейную форму и свою 
длину, а колебания происходят только в продольной 
вертикальной плоскости. 

Угол отклонения зуба обозначим при этом симво-
лом φ. При отклонении зуба глубина его погружения в 
почву уменьшается, т.е. . Анализ геометрии 
отклоненного зуба позволяет записать формулу для 
момента, действующего на зуб в его отклоненном со-
стоянии: 
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   (3) 
Из тригонометрии известна формула: 

 
С её учетом формулу (3) можно записать в виде 

. (4) 
После преобразований, с учетом малости угла , 

будем иметь 
,  (5)  

где ; 
 – изменяемая часть момента 

сопротивления. 
Формулу (5) можно представить и по-другому  

(6) 
где  – сила сопротивления зуба; 

– плечо момента ;  (7) 
 – плечо момента . (8)  

Обратимся теперь к силе сопротивления F. До сих 
пор мы подразумевали, что она постоянна. Как пока-
зывают многочисленные натурные эксперименты, эта 
сила через посредство k может изменяться в широких 
пределах. Она зависит как от скорости агрегата V, так 
и колебательной скорости, т.е. относительной скоро-
сти зуба и почвы 

 
где r – расстояние от точки 0 до точки приложения 
силы F как равнодействующей (рис. 1); 

 – угловая скорость колебаний зуба. 
С некоторым приближением можно положить  

    (9) 
Недавние тщательные эксперименты показали, что 

действительно зависимость силы трения (это большая 
часть сопротивления зуба) стали по почве от скорости 
имеет падающий участок [4]. Это необходимое усло-
вие возбуждения автоколебаний. 

В общем случае характеристика сопротивления 
имеет вид, показанный на рисунке 2. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость сопротивления зуба бороны  
от относительной скорости скольжения в почве 

 
Эта зависимость, как известно, хорошо аппрокси-

мируется трехзвенной формулой [5] 

 
,   (10) 

где , ,  – экспериментально определяемые 
параметры. 

Дифференциальное уравнение угловых колебаний 
зуба вокруг точки 0 запишем в виде  

,     (11) 
где J – момент инерции зуба; 

с – угловая жесткость зуба; 
сила трения по выражению (10). 

Разделив все члены уравнения (14) на J, получим 
, (12) 

где  – угловая частота свободных коле-
баний зуба.  

Введем далее обозначения 
; . 

Величины  и  имеют смысл уг-
лов (в радианах), на которые отклоняется зуб при дей-
ствии моментов  и F . 

С учетом этих обозначений уравнение (12) можно 
записать в компактном виде  

 (13) 
К уравнению (13) нужно присоединить ограничение 

по максимальному отклонению зуба φn, вытекающее 
из условия 

. 
Это ограничение можно интерпретировать по-

другому, дополнив уравнение (13) еще одним уравне-
нием 

  (14) 

Это и есть основные дифференциальные уравне-
ния колебаний зуба бороны, т.е. математическая мо-
дель работы зуба. 

Второе из этих уравнений отражает тот факт, что 
если при колебаниях зуб выходит из почвы, то ее со-
противление становится равным 0.  

Учитывая большие скорости боронования  
(15-17 км/ч), в дальнейших аналитических расчетах 
будем предполагать, что  

 
Ограничимся также случаем, когда . 
На основе анализа уравнений (14) процесс автоко-

лебаний представляется в следующем виде. При дви-
жении машинно-тракторного агрегата зуб под дей-
ствием почвы отклоняется назад по ходу движения, 
занимая новое положение . Но это положение не-
устойчиво, поскольку характеристика трения (10) со-
держит члены, зависящие от относительной скорости 
(как положительного, так и отрицательного знака). По-
этому малые случайные отклонения от положения  
раскачиваются, а большие – гасятся. В результате 
система приходит к какому-то стационарному режиму 
с определенным размахом колебаний. Переведем 
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далее эти утверждения на язык математических фор-
мул. 

Запишем первое уравнение системы (14) в виде 
двух уравнений 1-го порядка 

;   (15) 

. 
Особая точка, соответствующая состоянию равно-

весия (покоя) , о которой говорилось ранее, опре-
деляется из алгебраических уравнений 

;    (16) 
,  (17) 

где  – значения данных параметров 
при . 

Из последнего уравнения следует 
  (18) 

Решение этого алгебраического уравнения приво-
дит к результату  

.      (19) 

Физический смысл имеет только корень со знаком 
«+» перед радикалом.  

Важное место при исследовании автоколебаний 
занимает определение характера особых точек. Если 
состояние равновесия неустойчиво и соответствую-
щая ему точка на фазовом портрете окружена пре-
дельным устойчивым циклом, то самовозбуждение 
автоколебательной называется мягким. Если состоя-
ние равновесия устойчиво и соответствующая ему 
точка окружена неустойчивым предельным циклом, 
который в свою очередь окружен устойчивым пре-
дельным циклом, то для возбуждения автоколебаний 
необходимо достаточно большое начальное возмуще-
ние (т.е. жесткое возбуждение) [5]. 

Попробуем выявить характер особой точки линей-
ным анализом. 

Для этого линеаризуем первое дифференциальное 
уравнение системы (14) в окрестности точки , для 
чего рассмотрим малые отклонения зуба от этой точ-
ки, введя новую координату 

.   (20) 
Отсюда имеем 

+ ; ; .  (21) 
Представляя эти величины в уравнение (13), будем 

иметь 
 

        (22) 
Поскольку рассматриваем малые колебания, то 

примем . Пренебрежём также квадра-
тичными по  членами. После преобразований урав-
нение (22) принимает простой вид 

.       (23) 

Таким образом, в линейном приближении получили 
уравнение гармонических незатухающих колебаний. 
По классификации особых точек (точек равновесия) 
данная принадлежит к типу «центр». Для определения 
устойчивости таких точек обычно недостаточно ли-
нейного приближения и нужен анализ исходного нели-
нейного уравнения, в данном случае уравнения (22). 

Хотя приемы такого исследования известны [5], и 
нет методических препятствий для их применения к 
уравнению (22), получаемые выражения очень гро-
моздки.  

Поэтому предпочли дальнейшее исследование 
провести на основе численных методов и их реализа-
ции в системе Mathcad, которая хорошо зарекомендо-
вала себя при решении различных задач земледель-
ческой механики [6]. 

Полученное же линейное уравнение (23) дает нам 
возможность определить частоту ω возбуждаемых 
автоколебаний, которые, как будет показано далее, 
имеют место в нашей системе: 

.  (24) 
Численному анализу подвергли исходное уравне-

ние (14). Первейшая цель таких исследований – вы-
явить наличие предельных циклов, замкнутых кривых 
по фазовой плоскости как образа автоколебаний. На 
рисунках 3 и 4 показаны две машинные реализации 
уравнения (14). Видно, что независимо от начальных 
условий траектории навивается на одну и ту же за-
мкнутую кривую с внешней и внутренней стороны. Это 
и есть доказательство существования устойчивых 
предельных циклов и генерации устойчивых автоко-
лебаний. Причем реализуется мягкий режим возбуж-
дения автоколебаний, поскольку они возбуждаются как 
при (0) = 0, так и при . 

По характеру полученных кривых можно констати-
ровать, что установившиеся колебания близки к сину-
соидальным. Таким образом, наша система имеет 
осцилляторный тип.  

В ходе численных экспериментов были проверены 
также формулы для определения точки смещения 
автоколебаний φ0 (19) и их частоты ω (24). Можно кон-
статировать, что с приемлемой для инженерных рас-
четов погрешностью (3-7%) они могут быть использо-
ваны при проектировании борон. 

Следовательно, в первом приближении автоколе-
бания в нашей системе можно описать законом 

(25) 
где  – полуразмах автоколебаний. 

Приближенно полуразмах автоколебаний может 
быть определен из следующих соображений. Анализ 
численных экспериментов показал, что для большин-
ства режимов имеет место приближенное соотноше-
ние 

 или . 
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Рис. 3. График (а) и фазовый портрет (б) автоколебаний при начальных условиях,  

находящихся внутри предельного цикла: ;  
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Рис. 4. График (а) и фазовый портрет (б) автоколебаний при начальных условиях, 

находящихся снаружи предельного цикла: ;  
 

Поскольку , то  
.   (26) 

Это формула справедлива для большинства рабо-
чих режимов колебаний зуба бороны. 

Таким образом, имеется полный набор рабочих 
формул для определения параметров автоколебаний 

 . 
Дополнительное действие детерминированных и 

случайных сил в данной автоколебательной системе 
будет изложено в отдельной статье. 

 
Выводы 

1. В результате динамического анализа взаимо-
действия зуба пружинной бороны с почвой получены 
нелинейные дифференциальные уравнения (14), яв-
ляющиеся математической моделью данного процес-
са. Аналитическое и численное (компьютерное) её 
исследование показало, что она адекватно описывает 
устойчивый процесс автоколебаний зуба бороны. На 
основе этого анализа могут быть истолкованы все 
факты, обнаруживаемые в реальных условиях работы 
бороны. 

2. Установлено, что в системе «зуб бороны-почва» 
происходит мягкое возбуждение автоколебаний, кото-

рые носят осцилляторный характер. Показано, что при 
определенной характеристике сопротивления почвы 
автоколебания зуба могут возникать даже без воздей-
ствия случайных пульсаций сопротивления. 

3. Для инженерного расчета автоколебательных 
рабочих органов борон предложены формулы (19), 
(24), (25) и (26), определяющие основные параметры 
автоколебаний в зависимости от характеристик зуба и 
обрабатываемой почвы. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАБОТЫ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ  
ОСНОВНЫХ КОНСТРУКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ  
БОРОЗДООБРАЗУЮЩЕГО РАБОЧЕГО ОРГАНА  

ДЛЯ РАБОТЫ В УСЛОВИЯХ ПОВЫШЕННОЙ ВЛАЖНОСТИ ПОЧВЫ  
МЕТОДОМ МНОГОФАКТОРНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
MATHEMATICAL MODEL OF OPERATION AND IDENTIFICATION OF THE MAIN DESIGN PARAMETERS  

OF FURROW-FORMING WORKING BODY FOR HIGH MOISTURE CONDITIONS DEVELOPED  
BY MULTIFACTOR EXPERIMENT METHOD 

Ключевые слова: почва, диск, сошник, борозда, диа-
метр, радиус, толщина, параметр, модель, многофак-
торный. 

 
Современные отечественные и зарубежные машино-

строители предлагают различные модели посевных машин 
с различными конструкциями сошников. Как правило, зер-
новые сеялки снабжаются двухдисковыми сошниками, реже 
однодисковыми сферическими, в основном в той или иной 
степени отвечающими требованиям к посеву. Однако у 
предлагаемых посевных машин, на фоне многих положи-
тельных качеств имеется ряд недостатков. К положитель-
ным следует отнести их достаточно высокую надежность с 
точки зрения исключения поломок. К недостаткам двухдис-
ковых сошников можно отнести менее равномерное рас-
пределение семян по площади питания и невозможность 
проводить посевные работы вследствие потери работоспо-
собности сошников условиях повышенной влажности почвы. 
Для устранения присущих стандартным сошникам недо-
статков нами разработана новая конструкция бороздообра-
зующего рабочего органа, которая позволяет проводить 
посевные работы в условиях повышенной влажности поч-
вы. Приводятся результаты исследований, посвященные 
определению соотношении основных конструктивных пара-
метров модернизированного бороздообразующего рабочего 
органа адаптированного для работы в условиях повышен-
ной влажности почвы. Анализируя результаты проведенных 
теоретических исследований, нами установлены основные 
конструктивные параметры, имеющие решающее значение 
при формировании бороздки для семян модернизирован-

ным бороздообразующим устройством в условиях повы-
шенной влажности почвы. Основными конструктивными 
параметрами бороздообразующего устройства, не учитывая 
его подвеску, являются радиус r бороздообразующей 
накладки, его толщина b и угол α конической части. Резуль-
таты проведенных опытов позволили провести математиче-
скую обработку результатов теоретических исследований и 
определить оптимальные конструктивные параметры бо-
роздообразующего устройства методом многофакторного 
эксперимента. 

 
Keywords: soil, disk, opener, furrow, diameter, radius, 

thickness, parameter, model, multifactor. 
 
Modern domestic and foreign mechanical engineering man-

ufacturers offer different makes of sowing equipment with differ-
ent coulter designs; as a rule, grain seeders are supplied with 
two-disc coulters, rarely – single-disk spherical ones, they most-
ly to some extent meet the requirements for seeding. However, 
the proposed sowing machines, along with many positive fea-
tures, have a number of drawbacks. The positive features their 
high reliability. The disadvantages of two-disc coulters include 
less even distribution of seeds and the inability to perform seed-
ing operations due to loss of coulter efficiency under the condi-
tions of high soil moisture. To eliminate the drawbacks of stand-
ard coulters, we have developed a new design of a furrow-
forming working element which enables to perform seeding 
under the conditions of high soil moisture. This paper presents 
the research findings on the determination of the ratio of the 




