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Практика решения систем дифференциальных урав-

нений, описывающих динамику функционирования сель-
скохозяйственных машин и агрегатов в целом, показала, 
что они могут решаться только численным методом и 
само решение можно получить крайне редко. Это объяс-
няется тем, что в задачах земледельческой механики, 
как правило, решается обратная задача, в которой зада-
ются силы, действующие на механическую систему, и 
определяется закон движения последней. Поэтому диф-
ференциальное уравнение или их система решаются 

только в том случае, если в начальный момент её дви-
жения силы, действующие на неё, будут находиться в 
равновесии. Процессы, которые проходят в машинно-
тракторных агрегатах при взаимодействии с внешней 
средой, имеют сложный вероятностный характер и не 
являются стационарными. Поэтому результаты решений 
дифференциальных уравнений не всегда могут удовле-
творять необходимой степени адекватности реальным 
условиям. В реальных условиях внешнее воздействие на 
машинные агрегаты носит вероятностный характер и 
представлено дискретными скачками. Для изучения сте-
пени такого влияния на динамические системы проводи-
ли исследования на устойчивость движения. В связи с 
наличием в машинных агрегатах управляющих механиз-
мов и сравнительно небольшими значениями внешних 
возмущающих воздействий по отношению массы энерго-
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средства исследование дифференциальных уравнений 
целесообразно проводить на асимптотическую устойчи-
вость. Для построения функций возмущенного движения 
может использоваться второй метод Ляпунова. Исследо-
вание функций возмущённого и невозмущённого движе-
ния позволяет составить дифференциальное уравнение 
или их систему возмущения, решение которых и позво-
ляет провести исследования на устойчивость механиче-
ских систем. 

 
Keywords: differential equation, inverse problem, proba-

bilistic character, dynamic systems, stability of motion, meth-
od, operation processes, mathematical apparatus, mechani-
cal systems, initial moment. 

 
The practice of solving systems of differential equations 

describing the dynamics of the functioning of agricultural 
machines and aggregates as a whole showed that they may 
be solved only by a numerical method and the solution itself 
may be obtained extremely rarely. This is explained by the 
fact that in the problems of agricultural mechanics, as a rule, 
an inverse problem is solved in which the forces acting on 
the mechanical system are given, and the law of motion of 

the latter is determined. Therefore, the differential equation 
or their system is solved only if at the initial moment of its 
movement the forces acting on it are in equilibrium. The pro-
cesses that take place in machine and tractor units when 
interacting with the external environment are of a complex 
probabilistic nature and are not stationary. Therefore, the 
results of solutions of differential equations cannot always 
satisfy the necessary degree of adequacy to real conditions. 
In real conditions, the most probabilistic nature of the exter-
nal effect on equipment units are constantly repeated dis-
crete jumps. Investigations on the stability of motion were 
carried out to study the degree of such influence on dynamic 
systems. Due to the presence of control mechanisms in 
equipment units and comparatively small values of external 
disturbing influences with respect to the mass of the energy 
unit, it is expedient to study the differential equations for as-
ymptotic stability. To construct the disturbed motion func-
tions, the second Lyapunov method may be used. The study 
of the functions of the perturbed and undisturbed motion 
makes it possible to compose a differential equation or their 
perturbation system, the solution of which makes it possible 
to carry out investigations on the stability of mechanical sys-
tems. 
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Введение 

Задачи теории устойчивости движения при-

цепных машин и орудий не охватывают всего 

комплекса вопросов данной проблемы. Они каса-

ются только частных случаев и поэтому не могут 

служить основанием для широких обобщений. 

Тем более что и само решение этих задач осу-

ществлялось при определенных ограничениях, 

которые не всегда имеют место в действительных 

условиях. Но при этом полученные результаты не 

теряют своего практического значения, дают цен-

ные указания в отношении способов повышения 

устойчивости движения прицепных машин и ору-

дий при решении конструктивных задач [1]. Даль-

нейшие исследования по этой проблеме должны 

быть направлены, с одной стороны, на разработ-

ку механико-математических принципов, а с дру-

гой, – на решение конкретных задач, вызываемых 

потребностями практики проектирования и расче-

та сельскохозяйственных машин и орудий. 

 

Постановка проблемы 

Практика решения систем дифференциальных 

уравнений, описывающих динамику функциони-

рования сельскохозяйственных машин и агрега-

тов в целом, показала, что они могут решаться 

только численным методом и само решение мож-

но получить крайне редко. Это объясняется тем, 

что в задачах земледельческой механики, как 

правило, решается обратная задача, в которой 

задаются силы, действующие на механическую 

систему, и определяется закон движения послед-

ней. Поэтому дифференциальное уравнение или 

их система решаются только в том случае, если в 
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начальный момент её движения силы, действую-

щие на неё, будут находиться в равновесии. 

При исследованиях вопросов устойчивости 

решения систем дифференциальных уравнений в 

обыкновенных производных соответствующий 

математический аппарат построен для систем 

приведенных дифференциальных уравнений  

1-го порядка [2]. Переход от систем дифференци-

альных уравнений, построенных согласно реали-

зации метода Лагранжа, описания динамики ис-

следуемой системы к приведенным системам  

1-го порядка осуществляется сравнительно про-

сто: 

а) введением новых функций, механическое 

толкование которых иногда затруднительно, но 

это необходимо для аналитических преобразова-

ний; 

б) разрешением каждого из полученных урав-

нений относительно соответствующей 1-й произ-

водной после введения новых функций. 

Учитывая вышеприведенную аргументацию 

при рассмотрении вопросов устойчивости реше-

ния дифференциальных уравнений динамики, 

используется представление соответствующих 

преобразованных уравнений в виде: 

   1 2, , , ... ,
j

i n

dyd y
f t y f t y y y

dt dt

 
  

   

 (1) 

где t – независимая переменная (время); 

у  – n-мерный вектор, компоненты которого 

суть искомые функции;  

f  – n-мерный вектор, компоненты которого 

обусловлены выбором обобщенной системы ко-

ординат, учитываемыми обобщенными силами, 

дополнительно введенными функциями, исполь-

зованными при преобразованиях системы урав-

нений Лагранжа для соответствующего механиче-

ского процесса к системе (нормальных) приве-

денных дифференциальных уравнений. 

Анализ сенса и структуры возникающих в ис-

следованиях реальных механических системах, 

используемых при моделировании динамики 

сельскохозяйственных машин и агрегатов, позво-

ляет принять достаточные для практического 

применения предположения, что функции  

fj (t1 y1, y2…yn) являются непрерывными функция-

ми своих аргументов и имеют непрерывные част-

ные производные первого порядка по аргументам 

(t, y1, y2…, yn) в области значений, отображающей 

реально значимые величины.  

 

Анализ исследований и публикаций 

Вопросам высококачественного анализа реше-

ний систем вида (1) посвящены выполненные в 

конце XIX столетия работы А.М. Ляпунова [3]. 

Значимость этих работ подтверждается исследо-

ваниями других ученых в широком диапазоне тех-

нических приложений практического использова-

ния результатов А.М. Ляпунова. В математиче-

ской литературе необходимые и достаточные 

условия принципа Лагранжа формулируются с 

использованием математического аппарата тео-

рии А.М. Ляпунова [2]. 

Теория устойчивости по Ляпунову является 

общепризнанной и продолжает интенсивно раз-

рабатываться с учетом специфики применения в 

различных областях науки и техники и отображе-

ния глубины и специфики изучения высокотехно-

логических процессов. Основные соответствую-

щие понятия и математический аппарат на уровне 

знаний общего курса высшей математики соглас-

но программе обучения в вузах изложены в [2]. 

Избегая строгости изложения теории устойчи-

вости, свойственной соответствующим математи-

ческим работам, мы сочли необходимым, исполь-

зуя соответствующие понятия, дать им опреде-

ленную физическую трактовку, обусловленную 

практическим применением.  

 

Формулирование целей статьи 

Для проверки объективности гипотезы, оценки 

ее возможностей и эффективности широко ис-

пользуется моделирование сущности возникаю-

щих технических идей. Из возможного спектра 

моделирования мы рассмотрим основные аспек-

ты математического моделирования. А так как 

работа соответствующих машин и агрегатов вы-

полняется в условиях, изменяющихся во времени, 

то мы рассмотрим использование аппарата диф-

ференциальных уравнений и имеющихся резуль-
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татов соответствующих теоретических построе-

ний относительно исследования устойчивости 

решений дифференциальных уравнений. Так как 

процессы эксплуатации сельскохозяйственных 

машин и агрегатов всегда происходят при изме-

няющихся во времени условиях, то гарантии ста-

бильности работы тесно связаны с вопросами 

устойчивости решений соответствующих диффе-

ренциальных уравнений или систем. 

 

Основной материал 

Основные понятия и вопросы теории устойчи-

вости соотносятся к решению задачи Коши для 

системы дифференциального уравнения вида (1) 

при учете соответствующих ограничений на вели-

чины тех параметров физической системы, кото-

рые нашли свое воплощение при построении со-

ответствующей математической модели. Суть 

задачи Коши: найти зависимое от времени реше-

ние системы вида (1), удовлетворяющее опреде-

ленным начальным условиям. При этом учитыва-

ются величины всех физических параметров, 

определяющих воплощение исследуемой меха-

нической системы в образе ее математической 

модели. Естественно, необходимы гарантии 

адекватности реальной физической системы и ее 

математической модели на множестве исследуе-

мых свойств: прочность, ход технологического 

процесса, вариации изменения технологических 

параметров и т.д. Как доказано в теории решения 

систем дифференциального уравнения вида (1), 

решение задачи Коши при указанных аналитиче-

ских свойствах правых частей дифференциально-

го уравнения имеет единственное решение [2]. 

При этом решение мы интерпретируем как неко-

торую вектор-функцию  0 0 0

1 0, 1 , 2 ,... ,nt t y y y  

компоненты которой есть функции, зависящие от 

времени, начального (некоторого) момента вре-

мени и значений величин функций, выбранных 

для математического моделирования процесса, в 

начальный момент времени t = t0.  

Анализируя результаты теоретических иссле-

дований математической теории устойчивости, 

есть основания утверждать, что все они сопо-

ставляются некоторому решению задачи Коши 

для систем дифференциальных уравнений вида 

(1). При этом много работ посвящено специаль-

ным частным вопросам устойчивости, имеющим 

практическое значение:  

– устойчивость по части переменных, исполь-

зованных в построении соответствующей матема-

тической модели; 

– устойчивость равновесных и стационарных 

движений; 

– установления классов (классификация) 

устойчивых решений систем дифференциального 

уравнения вида (1); 

– методы сравнения при исследовании про-

блем устойчивости; 

– методы построения специальных функций 

А.М. Ляпунова для определенных классов диф-

ференциальных уравнений вида (1). 

Приведем основные математические понятия 

и результаты математической теории устойчиво-

сти и их применение при решении практических 

задач. Как доказано, для систем дифференци-

альных уравнений вида (1) при оговоренных 

условиях относительно свойств правых частей 

имеет место интегральная непрерывность. Если 

   ,,... 00
2,

0
1,01 nyyyttt  есть решение систе-

мы (1) для t из некоторого промежутка времени 

при некоторых начальных условиях, отвечающих 

определенному моменту времени t0, то любое 

решение  tz , расположенное в некоторый мо-

мент t из промежутка, где существует решение 

 ,t  близко (в определенном смысле, в опреде-

ленной мере) к нему будет тоже близко к реше-

нию  t  для некоторого множества значений t из 

промежутка существования решения  t . То есть 

решения, проходящее «близко» к другому реше-

нию в какой-то момент времени, будут «близки-

ми» к нему в условленной окрестности. Свойство 

интегральной непрерывности отображает свой-

ства стабильности исследуемой математической 

модели, а если она адекватна соответствующей 

физической системе, то обеспечивает стабиль-

ность процессов в такой системе естественно в 

некоторых диапазонах величин, характеризирую-

щих процесс. 
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Исследования устойчивости решения систем 

дифференциальных уравнений вида (1) базиру-

ются на сравнении отличий возможных решений 

от некоторого рассматриваемого решения. (В ос-

нове исследований устойчивости решения систем 

дифференциальных уравнений вида (1) лежит 

сравнение отличий возможных решений от неко-

торого рассматриваемого решения.) Необходимо 

подчеркнуть, что аналитического представления в 

каждом конкретном случае может не быть. Требу-

емые свойства отсутствующих решений опреде-

ляются на основании анализа особенностей пра-

вых частей дифференциальных уравнений вида 

(1), которые всегда должны быть так или иначе 

аналитически представимы. 

Решение  t  системы (1) называется устой-

чивым (по А.М. Ляпунову) при t → ∞, если для 

любых ε > 0 и t0  (а, ∞) существует δ = δ (ε, t0), 

такое, что: (можно указать, определить δ (ε, t0); 

– все решения у = у(t) системы (1) (включая 

решения  t ), удовлетворяющие условию 

   0 0 ,y t t    определены в промежутке 

t0 < t < ∞; 

– для таких решений справедливо неравенство 

      tty  при t0  t  ∞, где запись А  

отображает (свидетельствует о норме соответ-

ствующего оператора, являющейся обобщением 

понятия расстояния между объектами (функция-

ми) в исследуемом функциональном простран-

стве. 

Согласно этому определению устойчивости 

некоторого решения  t  системы (1) задачи Ко-

ши y системы (1) должны быть решения с началь-

ными условиями близкими к начальным парамет-

рам движения, породившим исследуемое реше-

ние  ,t  и с течением времени такие решения 

остаются близкими к исследуемому. Естественно, 

что условие t → ∞ есть отображение абстракции, 

но с точки зрения моделирования реального ди-

намического процесса это соответствует есте-

ственному требованию сохранения исследуемых 

динамических характеристик процесса в течение 

времени. 

Решение  t  называют неустойчивым (по 

Ляпунову), если для некоторых ε > 0, t0  (а, ∞) и 

любого δ > 0 существует хотя бы одно решение 

y(t) и момент t1 = t1 (δ) такие, что: 

      00 tty  и       11 tty . 

Таким образом, такое решение  t  системы 

(1), для которого в столь угодно малой окрестно-

сти его значений  0t , соответствующих мо-

менту (t0), существуют такие начальные значения 

компонент вектор-функции решения (1), сколь 

угодно мало отличающиеся от значений соответ-

ствующих компонент  t , которые порождают 

решение yδ(t), отклоняющееся от решения  t  

хотя бы в один момент t1. При этом необходимо 

учитывать, что при принятых предположениях о 

непрерывности и дифференцируемости правых 

частей системы (1) ее решения будут также не-

прерывны, т.е. будет существовать некоторая 

окрестность t1, для которой будет выполнимо 

условие       tty . 

Существенным для теоретических исследова-

ний теории устойчивости и ее практического при-

менения является понятие асимптотической 

устойчивости. Решение  t  (а < t < ∞) называ-

ется асимптотически устойчивым при t → ∞, ес-

ли:  

– это решение устойчиво по Ляпунову; 

– для любого t0  (а; ∞) существует  

∆ = ∆ (t0) > 0, такое, что решения  

у = у(t) (t0 ≤ t < ∞), удовлетворяющие условию 

     00 tty  , обладают свойством 

    0lim 


tty
t

 . 

Таким образом, асимптотическая устойчивость 

решения  t  будет тогда, когда существует такая 

окрестность начальных значений компонент век-

тор-функции  t , что все решения  tу  с 

начальными условиями из этой окрестности с те-

чением времени сколько угодно мало будут отли-

чаться от решения  tу . С физической точки зре-

ния это означает, что все возможные отклонения 

в определенных пределах параметров спланиро-

ванного технологического процесса с течением 
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времени будут исчезать, ход процесса будет с 

течением времени стабилизироваться. 

В теории устойчивости движения большое 

внимание уделено исследованиям устойчивости 

решения при учете постоянно действующих воз-

мущениях, что позволяет моделировать более 

широкий круг технологических процессов. В об-

щем случае соответствующая математическая 

модель представима системой дифференциаль-

ного уравнения вида: 

   ztztf
dt

zd
,,  ;  (2) 

когда кроме условий, названных при рассмотре-

нии системы (1), необходимо учитывать некото-

рые постоянно действующие зависящие от вре-

мени и обобщенных перемещений факторы, вли-

яния которых моделируется известными функци-

ями  (t, z), дифференцируемыми по своим пере-

менным на некотором множестве их значений. 

Решение  t  системы (2) называется устой-

чивым при учёте постоянно действующих возму-

щениях, если для любых   0 и t0(а, ) суще-

ствует  =  (, t0) такое, что при    zt,  все 

решения Z(t) системы, удовлетворяющие условию 

  0tZ , определены на промежутке (t0, ), 

причем       ttz  при t0  t  . 

В [2] приведено доказательство очень важного 

для исследования устойчивости решения систе-

мы (1) свойства решений: если решение 

 t   (a  t  ) системы c непрерывной 

правой частью устойчиво для какого-либо фикси-

рованного момента t0(а, ), то оно будет устой-

чиво для произвольного момента   ,0 at .  

А так как при рассмотрении системы (2) правые 

части предполагаются непрерывными функциями 

своих аргументов, то выше названное свойство 

соответствует и системе (2). 

В условиях повышения рабочих скоростей 

движения агрегатов и ширины их захвата возрас-

тают требования к параметрам машин, обеспечи-

вающих улучшение устойчивости их движения, 

которое определяет качество выполнения техно-

логического процесса, его энергоёмкость, надёж-

ность и долговечность работы машинных систем 

в целом. Для решения таких задач П.М. Василен-

ко разработал методику построения математиче-

ских моделей динамики функционирования меха-

нических систем с использованием дифференци-

ального уравнения Лагранжа 2-го рода. Построе-

ние соответствующих моделей осуществляется в 

следующей последовательности [4]: 

1. Составление принципиальной схемы маши-

ны, орудия или агрегата в целом, отображающей 

основные взаимосвязи между её составляющими. 

2. Построение эквивалентной схемы машины, 

орудия или агрегата, на которой указываются 

центры масс твердых тел, оси приведенных мо-

ментов инерции вращающих масс, векторы при-

веденных сил внешнего воздействия, моментов и 

скоростей. 

3. Выбор неподвижной системы отсчёта и по-

движных осей координат, неизменно связанных с 

твёрдыми телами системы. 

4. Составление уравнений с голономными свя-

зями 

 tQZYXff iiiiiiaa ;;;;;;  ; (3) 

1, ,Тi N  

где NТ – число твёрдых тел механической системы; 

или с неголономными связями 

 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; .в в i i i i i i i i i i i if f X Y Z Q X Y Z Q t     (4) 

5. Составление аналитического выражения кинетической энергии и обобщенных сил: 

 
1

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;
ТN

i i i i i i i i i i i i i

s

T T X Y Z Q X Y Z Q   


   (5) 

 
1

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ,
K

i k k k k k k k k k k k k

k

Q Q X Y Z Q X Y Z Q t   


  (6) 

где К – количество обобщенных сил. 
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Причем, составляющие обобщенной силы представляются как выражения суммы трёх сил: 

,i i

i i

U R
Q Q

q q

 
  

 
     (7) 

где Qi – обобщенная сила, не содержащая производных от потенциальной энергии; 

 U – потенциальная энергия; 

 iiiiii QZYXUU  ;;;;; ; 

 R – диссипативная функция;  

 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; .i i i i i i i i i i i iR R X Y Z Q X Y Z Q     

6. Составление дифференциальных уравнений, описывающих динамику функционирования систе-

мы твёрдых тел: 

qj

jj

Q
q

T

q

T

dt

d












; 1, ,Сi N     (8) 

где CN  – число степеней свободы системы; 

qi – обобщенная координата. 

С учётом уравнений (3)-(7) система уравнений (8), которая при решении задач земледельческой ме-

ханики, как правило, разрешима относительно вторых производных, по времени от обобщенных коор-

динат запишется: 

 ; ; ; .j j j j qjq q q q Q t      (9) 

Практика решения таких систем дифференциальных уравнений в задачах земледельческой механи-

ки показала, что они в основном могут быть решены только численными методами и получить анали-

тическое решение возможно крайне редко. Это объясняется тем, что в задачах земледельческой меха-

ники решается, как правило, обратная задача теоретической механики, когда задаются силы, действу-

ющие на механическую систему, и определяется закон её движения. При этом значения сил в диффе-

ренциальной системе уравнений (9) должны быть заданы таким образом, чтобы в любой момент дви-

жения механической системы они находились в равновесии. Для решения системы дифференциаль-

ных уравнений важно, чтобы в начальных условиях все силы, действующие на механическую систему, 

были в равновесии. Несоблюдение вышеуказанного условия не позволяет решить систему дифферен-

циальных уравнений. В таком случае число сил  jkqQ  , равное разнице между числом действующих 

сил К и числом, равным степени свободы механической системы j, необходимо задать, а число сил  

jQ , равное j, определить из системы уравнений  

  ;1112
2
211211

2
1  QIDllDlllМ ccccс    

 2 2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 ,с c c c cМ l l l D M l I Q         

где ;coscossinsin 21211  D  

.sincoscossin 21212  D [3]: 

  ; ; ; ; ,jо jо jо jо qj oq k j
q q q q Q Q t


     (10) 

где ojоjоjо tqqq ;;;   – параметры системы в начальных условиях. 
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Число неизвестных сил Qj и число алгебраиче-

ских уравнений равны, что позволяет найти иско-

мые силы, значение которых обеспечивает усло-

вия равновесия сил в начальный момент движе-

ния системы, то есть создают необходимые усло-

вия для решения системы дифференциальных 

уравнений (9). 

В результате решения системы дифференци-

альных уравнений получают зависимости изме-

нения обобщённых координат во времени при 

различных параметрах механических систем и 

заданных значениях факторов внешнего воздей-

ствия на систему или закономерности их измене-

ния во времени или пространстве. Вместе с тем 

процессы, которые проходят в машинно-

тракторных агрегатах при взаимодействии с 

внешней средой, имеют сложный вероятностный 

характер и не являются стационарными. Поэтому 

результаты решения системы дифференциаль-

ных уравнений (9) не всегда могут удовлетворять 

в необходимой степени адекватности реальным 

условиям. 

При построении математических моделей 

функционирования механической системы не 

представляется возможным учесть все без ис-

ключения воздействия на уровень их влияния [5]. 

В полевых условиях наиболее вероятный харак-

тер внешнего воздействия на машинные агрегаты 

являются постоянно повторяющиеся дискретные 

скачки. Для изучения степени такого влияния на 

динамические системы проводят исследования на 

устойчивость её движения, которая характеризует 

способность механических систем копировать 

заданную траекторию движения. Необходимые и 

достаточные условия устойчивого движения уста-

новлены А.М. Ляпуновым [6]. По А.М. Ляпунову 

система называется устойчивой, если при откло-

нении действий внешних сил на неё или началь-

ные условия изменяются в определенных преде-

лах, а изменения движения системы будут незна-

чительными. А.В. Рославцев дал определение 

устойчивости движения машинно-тракторного аг-

регата, под которым понимают способность его 

обеспечивать с течением времени малые откло-

нения возмущённого движения от невозмущённо-

го без вмешательства действий механизатора с 

помощью систем управления [7]. С учётом того, 

что величина возмущающих усилий, воздейству-

ющих на сельскохозяйственные машины и орудия 

в сравнении с массой энергосредства малы и 

наличием в агрегатах управляющих механизмов, 

то исследование дифференциальных уравнений 

целесообразно проводить на определение асимп-

тотической устойчивости. Последняя определяет 

способность системы возвращаться до невозму-

щённого закона движения, мерой которой может 

служить время или путь, необходимые для вос-

становления закономерности движения системы. 

Практика моделирования динамических си-

стем в земледельческой механике показывает, 

что получить общие и частные решения диффе-

ренциальных уравнений либо систем уравнений, 

как правило, невозможно. Поэтому для решения 

таких задач на устойчивость целесообразно ис-

пользовать второй метод Ляпунова, который 

предусматривает построение функций возмущён-

ного движения [6]. 

Для снижения порядка у систем дифференци-

альных уравнений (9) обозначим jq . Тогда 

получим 

 









.;;; tQqq

q

qiii

j








  (11) 

В связи с тем, что в результате воздействий 

внешней среды на механические системы они не 

теряют своих связей и не приводят к изменению 

их, то дифференциальные уравнения, описыва-

ющие невозмущённое и возмущённое движения, 

аналитически тождественны. Тогда уравнения 

возмущённого движения механической системы 

будут иметь вид: 

  iiq   

или 

 ; ; ; ,

i

i i qiq q Q t

 

    

 


   
(12) 

где i
  – прирост обобщенной координаты в ре-

зультате действия на систему возмущения; 
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  – прирост скорости обобщенной координа-

ты в результате действия на систему возмуще-

ния. 

Раскладываем систему уравнений (12) в 

ряд Тейлора с точностью до первого порядка ма-

лости: 

 

 

 

; ; ;

; ; ;

; ; ; .

i i qi

iqi i qi

i i qi

q q Q t

q q Q t

q q Q t

  

 

 

  

 

 

 (13) 

Разница между искомыми уравнений возму-

щенного и невозмущенного движения механиче-

ской системы и определит систему дифференци-

альных уравнений возмущений: 

   
.

; ; ; ; ; ;

i

iqi i qi i i qiq q Q t q q Q t

 

    

 


  

(14) 

Степень асимптотической устойчивости систе-

мы определяется величиной времени, необходи-

мого для возвращения её до невозмущённого 

движения или близкому к нему. Для этого реша-

ются совместно системы дифференциальных 

уравнений невозмущённого движения системы (9) 

и возмущения (14). Из первой системы диффе-

ренциальных уравнений в заданное время tв 

находят значение обобщенной координаты qi и 

скорость её изменения jq . Полученные 

данные используют для решения системы урав-

нений (14), характеризующей интенсивность воз-

мущений с течением времени. 

Следовательно, при исследовании вопроса 

устойчивости решения систем (1) или (2) можно 

проверить устойчивость только для некоторого 

выбранного момента времени. Если решение 

 t  (a  t  ) неустойчиво при некотором фик-

сированном моменте времени, то оно является 

неустойчивым для любого другого момента. По-

этому при построении математического аппарата 

исследований теории устойчивости рассматрива-

ют фиксированный начальный момент  

t0(a  t  ). 

Приведем кратко суть (основные идеи так 

названного в литературе [2]) второго или еще 

называемого прямого метода А.М. Ляпунова, ко-

торый нашел широкое применение и в теоретиче-

ских, и в практических исследованиях. 

Рассматривается система дифференциальных 

уравнений вида (1) при нелинейной правой части 

и при условиях, ранее названных. Как уже отме-

чалось, для каждой точки 0 ,t y , удовлетворяю-

щей указанным ранее условиям, согласно резуль-

татам исследования таких систем выполняется 

локальная теорема существования и единствен-

ности решения   000,, tyttyy   системы (1) с 

начальными условиями   0 0 0 0,y t y t y . 

Пусть  t   (t0  t  ) некоторое решение 

системы (1), в дальнейшем называемое невоз-

мущенным, устойчивость которого необходимо 

исследовать при условии, что величины возмож-

ных возмущений ограничены.  

Введем в рассмотрение новую вектор-

функцию  x t , характеризующую с течением 

времени отклонения возмущенного решения 

у = у(t) от исследуемого  .t   Представив 

     ,у t t x t   для определения вектор-

функции  x t , получим систему: 

     , , .
dx

f t x t f t t
dt

        (15) 

При этом очевидно, что при х = 0 правая часть 

(15) будет тождественным нулем. 

Следовательно, система (15) имеет тривиаль-

ное решение 0x . Таким образом, исследова-

ние устойчивости решения  t   приводится к 

исследованию устойчивости тривиального реше-

ния (положение равновесия) х = 0 в пространстве, 

определяющем возможные отклонения от иссле-

дуемого решения  t  . Система (15) в лите-

ратуре называется приведенной (по Ляпунову она 

называется системой уравнений возмущенного 

движения). 

Выводы 

Для решения задач на устойчивость движения 

целесообразно использовать второй метод Ляпу-

нова, который предусматривает построение и ис-
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следование функций возмущенного движения. 

Степень асимптотической устойчивости системы 

определяется величиной времени, необходимого 

для возвращения её до невозмущенного движе-

ния или близкого к нему. Для этого решаются 

совместно системы дифференциальных уравне-

ний невозмущенного движения системы и возму-

щения.  
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