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На примере 34 средних и малых рек Алтае-

Саянской горной страны с помощью системно-
аналитического моделирования разработана уни-
версальная математическая модель сезонной и 
многолетней динамики стока фосфатов (анионов 
PO4

3—). Входными факторами и переменными мо-
дели являются: пространственно обобщенные по 
Алтае-Саянской горной стране нормированные 
месячные осадки и среднемесячные температуры 
воздуха; водные стоки, рассчитываемые для от-
дельных ландшафтов в речных бассейнах по ра-
нее разработанной модели водного стока горных 
рек; картографическая информация о площади и 
средней высоте бассейнов; высоте замыкающих 
их речных створов; длине речных русел; площади 
пашни. Для учета ландшафтной структуры речных 
бассейнов выделены 13 типологических групп гео-
систем (ландшафтов). Путем решения обратной 
задачи в ходе системно-аналитического модели-
рования для четырех гидрологических сезонов 
года найдены постоянные среднесезонные кон-
центрации фосфатов в водных стоках, поступаю-
щих в реки с каждого из выделенных ландшаф-
тов. Для последних во всех 34 речных бассейнах 
рассчитана сезонная и многолетняя (1951-2003 гг.) 
динамики стока PO4

3—. Пахотные земли, при их 
значительных площадях, дают на протяжении все-
го года заметный вклад в сток фосфатов, что 
может объясняться использованием на сельскохо-
зяйственных полях минеральных удобрений. Объ-

единенные в один комплекс модели простран-
ственного обобщения и нормировки среднеме-
сячных температур и месячных осадков, водного 
и гидрохимического стоков позволяют рассчитать 
сезонную и многолетнюю динамику стока фосфа-
тов для любых речных бассейнов Алтае-Саянской 
горной страны. Все модели применимы при огра-
ниченной экспериментальной гидрометеорологи-
ческой и гидрохимической информации по реч-
ным бассейнам. 

 
Keywords: system-analytical modeling, hydro-

chemical runoff, phosphates, mountain rivers, the 
Altai, the Sayan. 

 
A universal mathematical model for seasonal and 

long-term dynamics of phosphates (anions PO4
3—) 

runoff was developed based on the system-analytical 
modeling and the example of 34 mid-size and small 
rivers of the Altai-Sayan mountain country. The input 
factors and variables of the model are as following: 
spatially generalized for the Altai-Sayan mountain 
country normalized monthly precipitation and mean 
monthly air temperature; water runoff estimated for 
individual landscapes in river basins by the previously 
developed model for water runoff of mountain rivers; 
the cartographic information on the area and aver-
age altitude of the basins; the height of the outlet; 
the length of river channels; the area of arable land. 
A total of 13 typological geosystem groups (land-
scapes) were selected to account for a landscape 
structure of river basins. The solution of the inverse 
problem during the system-analytical modeling for 
the four hydrological seasons of the year allowed 
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finding the permanent seasonal average concentra-
tions of phosphates in the water runoff entering the 
rivers from each of the specified landscapes. The 
seasonal and long-term (1951-2003) dynamics of 
PO4

3— runoff was evaluated for the landscapes in all 
34 river basins. Large areas of arable lands contrib-
ute significantly to the runoff of phosphates through-
out the year that is associated with the use of ferti-
lizers. The combined models of spatial generalization 

and normalization of mean monthly temperature and 
monthly precipitation, water and hydrochemical run-
off allow us to estimate seasonal and long-term dy-
namics of phosphates runoff for all river basins of the 
Altai-Sayan mountain country. All the models are 
applicable even in case of limited experimental hy-
drometeorological and hydrochemical data on river 
basins. 
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Введение 
Решение проблем рационального исполь-

зования водных ресурсов, в том числе для 
орошения, требует разработки адекватных 
математических моделей, количественно ха-
рактеризующих качество этих ресурсов. Гид-
рохимический сток рек является одной из 
важнейших характеристик качества их вод. 
Анализ закономерностей формирования гид-
рохимического стока особенно трудоемок 
для горных территорий из-за их сложного 
гидрогеологического строения, разнообраз-
ного почвенно-растительного покрова, слож-
ной пространственно-временной структуры 
климатических полей, трудоемкости и боль-
ших материальных затрат на подобные ис-
следования. Крайне затруднена количествен-
ная оценка воздействия на сток разнообраз-
ных факторов среды.  

Цель исследования — разработка модели 
гидрохимического стока на примере раство-
римой формы фосфатов (анионов PO4

3—). 
Нами используется системный подход и хо-
рошо зарекомендовавший себя метод си-
стемно-аналитического моделирования (САМ) 
с привлечением ГИС-технологий [1, 2]. 

Сток PO4 зависит от идущих в речных бас-
сейнах геохимических процессов, внесения на 
сельскохозяйственные поля фосфорных 
удобрений и возможного «сухого» выпадения 
фосфатов из атмосферы на поверхность во-
досбора [3]. Важной особенностью поведе-
ния фосфатов в почвах являются их слабая 
растворимость и иммобилизация (переход в 
нерастворимую форму) [4]. 

 
Объекты и методы 

Рассматриваемая в данном исследовании 
территория Алтае-Саянской горной страны 
представляет собой часть мирового водораз-
дела между гумидной областью Северного 
Ледовитого океана и аридной бессточной об-

ластью Центральной Азии. Климат резко кон-
тинентален, с холодной зимой и холодным 
летом. У рек наибольший водный сток 
наблюдается в теплое время года и составля-
ет до 80-90% годового.  

Для выполнения САМ гидрохимического 
(анионов PO4

3—) стока средних и малых рек 
страны взяты 34 бассейна (рис. 1), для кото-
рых ранее была разработана имитационная 
модель водного стока [5]. Динамика водного 
и гидрохимического стоков рассчитывалась 
для периода 1951-2003 гг. по 4 характерным 
гидрологическим периодам/сезонам: первый 
(зимняя межень, XII-III месяцы), второй (ве-
сенне-летнее половодье, IV-VI), третий (лет-
няя межень, VII-VIII), четвертый (осенняя ме-
жень с возможными паводками при сильных 
дождях, IX-XI). Учитывалось, что в каждом 
сезоне должно иметься одно или более экс-
периментальных измерений концентраций 
PO4. После их усреднения были получены по 
четыре среднесезонных концентрации для 
каждого года наблюдений. В среднем по 
всем 34 бассейнам концентрации PO4 соста-
вили 0,019; 0,029; 0,018; 0,017 мг/л для  
1-, 2-, 3-, 4-го сезонов соответственно. Эти 
значения были использованы для нормировки 
наблюдаемых значений концентраций и пере-
хода, тем самым к безразмерным единицам 
измерений. 

Температуры воздуха и осадки характери-
зовались нами через доли/проценты от их 
среднемноголетних месячных значений. Для 
таких нормированных температур и осадков 
с помощью разработанного метода обобще-
ния получена единая для Алтае-Саянской гор-
ной страны их многолетняя помесячная дина-
мика [6]. Показано, что эта динамика являет-
ся адекватной площадной характеристикой 
изменения метеорологических полей всей 
страны.  
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Таблица 
Найденные в ходе САМ среднесезонные концентрации фосфатов (анионов PO4

3—)  
в водных стоках, поступающих с ландшафтов Алтае-Саянской горной страны 

 

Группы геосистем (ландшафтов) 

Концентрации PO4  
по 4 гидрологическим сезонам года  
(XII-III, IV-VI, VII-VIII, IX-XI мес.), мг/л 

1 2 3 4 
1. Гляциально-нивальные высокогорья (характеризуются па-

раметром a1 в (2)) 
0,019 0 0,014 0 

2. Гольцово-альпинотипные высокогорья и среднегорья, 
псевдогольцовые низкогорья (a2) 

0 0 0 0 

3. Тундрово-степные и крио-фитно-степные высокогорья (a3) 0,022 0 0,048 0 
4. Лесные высокогорья, среднегорья и низкогорья (a4) 0 0,008 0,003 0,008 

5. Экспозиционно-лесостепные и степные высокогорья и 
среднегорья (a5) 

0,024 0,011 0,002 0 

6. Лесостепные, степные низкогорья и предгорья (a6) 0 0,137 0,012 0,015 
7. Межгорные котловины с различными вариантами степей и 

лесостепей (a7) 
0 0,147 0,074 0,078 

8. Степные и лесостепные подгорные и возвышенные акку-
мулятивные равнины (a8) 

0,095 0,089 0,037 0,023 

9. Недренируемые слабо-проточные интразональные и ин-
трапоясные ландшафты (a9) 

0 0 0 0 

10. Долины горных рек (a10) 0 0,074 0,066 0,020 
11. Долины равнинных рек (a11) 0 0,111 0,009 0,008 

12. Лесные возвышенные и подгорные равнины (a12) 0 0 0 0 
13. Аквальные ландшафты (a13) 0,006 0 0 0 

Подземный сток (b в (2)) 0,018 0,016 0,006 0,007 
Пашня (d в (2)) 0,038 0,059 0,036 0,035 

 

Рис. 1. Карта-схема расположения 
34 модельных речных бассейнов  
Алтае-Саянской горной страны 
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Для учета ландшафтной структуры речных 
бассейнов горной страны выделено 12 типо-
логических групп геосистем и отдельно 13-я 
для аквальных ландшафтов, имеющих незна-
чительную площадь (табл.) [7]. Для всех 
групп в каждом речном бассейне по модели 
водного стока горных рек были рассчитаны 
формируемые ими вклады в этот сток [5]. 

В целом, база данных для разработки мо-
дели стока фосфатов включала:  

• 1240 среднесезонных концентраций 
фосфатов (анионов PO4

3—) в разные годы в 
водных стоках 34 речных бассейнов, то есть 
1240/4=310 величин для каждого сезона;  

• расчетный вклад в водный сток от каж-
дой группы геосистем в каждом речном бас-
сейне по каждому году гидрохимических 
наблюдений (3120, 3480, 3180, 3350 значений 
водных стоков для 1-, 2-, 3-, 4-го гидрологи-
ческих сезонов соответственно); 

• обобщенные по территории Алтае-
Саянской горной страны нормированные ме-
сячные осадки и среднемесячные температу-
ры воздуха за период 1951-2003 гг. (по  
636 значений); 

• площадь и средняя высота каждого из 
34 речных бассейнов, высота его замыкаю-
щего створа, длина речного русла (от истока 
до створа); 

• доля площади пашни (при ее наличии) в 
каждом речном бассейне. 

 
Результаты и их обсуждение 

Основу САМ составляет определение 
структуры и параметров имитационных мо-
делей сложноорганизованных природных си-
стем путем решения оптимизационными ме-
тодами обратной задачи [1, 2, 5]. Путем по-
следовательной проверки различных физиче-
ски и гидрохимически непротиворечивых за-
висимостей, описывающих формирование 
стока фосфатов (PO4) под воздействием 
факторов среды, определяется система 
уравнений, дающая наименьшую квадратич-
ную невязку (сумму квадратов разностей) 
между рассчитанными и наблюдаемыми кон-
центрациями вещества в воде. Построение 
модели стока PO4 выполняется в известной 
среде программирования MATLAB. 

Для описания нетривиальных зависимостей 
процессов от факторов среды в САМ при-
меняется универсальная функция H, задавае-
мая выражением: 

( 1, 2, 1, 2, 1, 2, )H X X Y Y Z Z X  
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 (1) 
где X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 — подбираемые 
параметры;  

X — какая-либо переменная модели.  
Функция H является непрерывной кусочно-

линейной функцией из трех произвольных ли-
нейных фрагментов и позволяет аппроксими-
ровать широкий спектр различных зависимо-
стей между переменными и факторами сре-
ды путем изменения значений своих пара-
метров (рис. 2). 

 

 
В результате САМ стока фосфатов полу-

чены следующие универсальные уравнения, 
описывающие этот сток: 

для первого гидрологического сезона —  

сток = 
1 1 2 3

4 4 5 6

( , ,1,1, , , )

( , ,1,1, , , )

i
k k

k
i i i i

a Q H c c c c P

H c c c c K bq dS Q+ +

∑
,   (2а) 

для второго, третьего и четвертого гидро-
логических сезонов —  

сток = 
1 1 2 3

4 4 5 6

( , ,1,1, , , )

( , ,1,1, , , )

i
k k

k

i i i i

a Q H c c c c P H

c c c c K bq d S Q+ +

∑
,  (2б) 

где P — обобщенные по территории Алтае-
Саян нормированные осадки [6] за IX-XI ме-
сяцы предшествующего года для 1-го сезона 
или за IV-VI, VII-VIII, IX-XI месяцы для 2-,  
3-, 4-го сезонов соответственно;  

ak — параметры, отвечающие постоянной 
среднесезонной концентрации вещества 

(PO4) в расчетном водном стоке i
kQ , форми-

руемом k-й группой геосистем за счет осад-
ков P, k=1÷13;  

b — параметр, сопоставляемый с посто-
янной среднесезонной концентрацией веще-
ства в расчетном приходящем (или уходя-
щем) среднесезонном подземном водном 

стоке iq , который формируется в бассейне i 
почвенно-грунтовыми водами и водами зон 
трещиноватых пород;  

iK  — средний поперечный уклон бассей-
на i, рассчитываемый по картографическим 

Рис. 2. Непрерывная кусочно-линейная
функция H(X1,X2,Y1,Y2,Z1,Z2,X) из трех  
линейных фрагментов с произвольно 

меняемыми параметрами (уравнение (1)  

Y=H
(X2,Y2) 

(X1,Y1) 

X
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данным как тангенс угла наклона склонов от-
носительно горизонтали (рис. 3) [8];  

H — кусочно-линейная функция (1);  
c1ч6 — параметры, отражающие влияние 

на сток вещества осадков P и уклона iK ;  
d — параметр, характеризующий уве-

личение концентрации вещества от каждого 

процента площади iS  в расчетном водном 

стоке iQ ;  
iS  — относительная площадь пахотных 

земель (в долях/процентах от площади бас-
сейна i).  

Вместе с моделью пространственного 
обобщения и нормировки среднемесячных 
температур и месячных осадков [6], моде-
лью водного стока [5] уравнения (2а), (2б) 
составляют полную имитационную модель 
климата, водного и гидрохимического (PO4) 
стоков горных рек. Все параметры уравнений 
(2) определены в ходе САМ через решение 
обратной задачи по ежегодно наблюдаемым 
среднесезонным стокам вещества, найден-

ным как i iQ C . Величина iQ  характеризует 
среднесезонный водный сток для замыкаю-
щего створа бассейна с номером i=1÷34 в 
текущем году, который рассчитывается по 
модели водного стока и нормируется на свое 
среднемноголетнее наблюдаемое значение в 

бассейне i [5]. iC  представляет собой 
наблюдаемые концентрации вещества в реч-
ном стоке для бассейна i, нормированные на 
их среднюю по 34 бассейнам величину за 
конкретный сезон. Отметим, что в САМ од-
новременно выполняются идентификация и 
верификации разрабатываемой модели (по-
дробнее см. [2, 5]). 

Значение поперечного уклона iK  в (2) 
рассчитывалось как тангенс угла между по-
верхностью бассейна и горизонталью (рис. 3) 
по формуле:  

1 2
i hK

L
= =

(средняя высота бассейна ) (высота створа)
1 2(площадь бассейна ) (длина речного русла)

i
i

− . 

Такой расчет iK  формально исключал 
влияние геометрического уклона речного 
русла, который не должен влиять на гидро-
химический сток с ландшафтов. 

В правой части (2) суммируются вклады в 
сезонный сток PO4 от каждой группы геоси-
стем, обеспечиваемые поверхностным, внут-
рипочвенным и подземным водными стока-

ми. Через 1 1 2 3( , ,1,1, , , )H c c c c P  учитывается 

влияние на вклад k-й группы геосистем осад-
ков P текущего гидрологического сезона, а 

через 4 4 5 6( , ,1,1, , , )iH c c c c K  — поперечного 

уклона iK  речных бассейнов. В (2) отражена 

также роль пашни. Вклад ib q⋅  учитывает 
приток или отток вещества при положитель-

ном или отрицательном iq , рассчитываемом 

по модели водного стока. Значение iq  от-
ражает вклад осадков предыдущего и теку-
щего сезонов, а также обмен влагой с поч-
венно-грунтовыми водами и водами зон тре-
щиноватых пород.  

 

 
 

В ходе САМ через решение обратной за-
дачи по стоку PO4 для каждого 
гидрологического сезона найдены все пара-
метры a, b, c, d в (2) (табл.). Значения па-
раметров ak , где k=1÷13, характеризуют 
постоянные среднесезонные концентрации 
PO4 в водных стоках от каждой из 13 групп 
геосистем Алтае-Саянской горной страны. 
Отметим, что какие-либо экспериментальные 
измерения концентраций PO4 для отдельных 
ландшафтов вообще отсутствовали, и ak ха-
рактеризуют их теоретические значения, 
найденные с помощью САМ.  

Из данных таблицы следует, что наиболее 
значительные концентрации фосфатов в 
ландшафтных стоках отвечают лесостепным, 
степным низкогорьям и предгорьям (a6), 
межгорным котловинам (a7), равнинам (a8) и 
долинам рек (a10, a11). Пахотные земли при 
значительных площадях дают заметный вклад 
в сток PO4 на протяжении всего года вслед-
ствие использования минеральных удобрений 
при возделывании сельскохозяйственных 
культур. 

На рисунке 4 приведена типичная 
зависимость стока фосфатов (г/сек.) от 
осадков и поперечного уклона речных бас-
сейнов для четырех гидрологических сезонов 
года. Отметим, что для зимней межени 
(рис. 4, А) приведены осадки за осенний се-
зон, так как зимой осадки остаются на по-
верхности в виде снега и не участвуют в 
формировании водного и гидрохимического 
стоков зимней межени. Мы видим, что сток 

Рис. 3. Поперечный разрез речного 
бассейна и схема определения его 

среднего поперечного уклона iK  по 
средним высоте (h) и ширине (L) 

L 

h
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PO4 в целом падает при уменьшении осадков 
P. Эта зависимость очевидна, поскольку 
меньшие осадки вымоют из почв и меньшее 
количество растворимых фосфатов (PO4). 
Обращает на себя внимание заметное паде-

ние стока PO4 с уклоном iK  в весенне-
летнее половодье (рис. 4, Б) и такое же па-
дение при больших осадках в другие сезоны 
года. Такая зависимость может объясняться 
преобладанием в таких случаях поверхност-
ного/подповерхностного водного стока над 
грунтовым и подземным. Первый сток вымы-

вает фосфаты из верхнего 10 мм слоя поч-
вы, где они преимущественно находятся [9, 

10]. С уменьшением уклона iK  этот сток 
будет сокращаться, так как все большая доля 
поступившей в почву влаги будет просачи-
ваться вглубь и уносить с собой часть рас-
творенных фосфатов PO4 с их последующей 
иммобилизацией в нижележащих слоях. По-

этому уменьшение iK  вызовет и сокраще-
ние общего стока PO4.  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость стока фосфатов (PO4, г/с)  
от гипотетически разного поперечного уклона  

речного бассейна и нормированных на свое среднемноголетнее значение осадков  
для верховья р. Катунь (створ с. Тюнгур):  

А — зимняя межень (осадки за IX-XI месяцы предшествующего года); 
Б — весенне-летнее половодье (осадки за IV-VI месяцы текущего года); 

В — летняя межень (осадки за VII-VIII месяцы);  
Г — осенняя межень (осадки за IX-XI месяцы) 

 
Выводы 

На примере рек Алтае-Саянской горной 
страны выполнен системный анализ форми-
рования стока фосфатов (анионов PO4). Про-
анализировано влияние на сток месячных 
осадков, ландшафтной структуры речных 
бассейнов (площадей ландшафтов), среднего 
поперечного уклона поверхности бассейнов, 
площади пашни. 

С помощью метода системно-аналити-
ческого моделирования разработана универ-
сальная имитационная модель сезонной и 
многолетней динамики стока PO4. Установле-

ны количественные зависимости последнего 
от меняющихся факторов среды.  

Объединенные вместе модели климата 
(пространственного обобщения и нормировки 
среднемесячных температур и месячных 
осадков) [6], водного стока [5] и гидрохими-
ческого стока (уравнения (2)) позволяют рас-
считать сезонную и многолетнюю динамику 
стока PO4 для любых речных бассейнов Ал-
тае-Саянской горной страны. Для этого необ-
ходима лишь картографическая информация 
о ландшафтной структуре исследуемого бас-
сейна, данные о среднемесячных температу-

Б А 

Г В 
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рах воздуха и месячных осадках, а также  
1-2-летние наблюдения за водным стоком с 
целью расчета коэффициента перехода от 
его нормированных значений в модели вод-
ного стока к измерению в м3/с.  
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